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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 

 Ο κόσµος που µας περιβάλλει είναι ένας κόσµος γεµάτος εκπλήξεις και 

αναπάντεχα γεγονότα, η γνώση των οποίων άλλαξε και αλλάζει ριζικά τις ζωές 

δισεκατοµµυρίων ανθρώπων, καθώς και τον τρόπο που αντιλαµβάνονται τα 

πράγµατα – µέσα και έξω από το σώµα τους. Για να γίνει όµως πράξη µια τέτοια 

αλλαγή, οφείλει η νέα γνώση να γίνει κτήµα όλο και περισσότερων ανθρώπων. Όλο 

και περισσότερο να βγει από τα γραφεία και τα µυαλά των µυηµένων και να 

ενσωµατωθεί στις αντιλήψεις των πολλών.  Η ανακάλυψη της φωτιάς δεν οδήγησε σε 

µια πραγµατική αλλαγή στη ζωή του ανθρώπου παρά µόνο όταν όλοι, ή έστω οι 

περισσότεροι, µπορούσαν να τη χρησιµοποιήσουν. Έπαψε να αποτελεί δεδοµένο το 

κρύο και η ακατέργαστη τροφή. Ο άνθρωπος πέρασε σε ένα άλλο στάδιο της 

εξέλιξης. 

 Η ανακάλυψη της σφαιρικότητας της Γης είναι ένα ακόµη χαρακτηριστικό 

παράδειγµα.  Μια ανακάλυψη – διαπίστωση, που έγινε αιώνες πριν, αλλά χρειάστηκε 

ο Κοπέρνικος και ο Γαλιλαίος για να ανακοινωθεί προς τα έξω και αρκετές ακόµη 

προσπάθειες φωτισµένων ανθρώπων για να γίνει δεκτό από τους πολλούς, µιας και 

ερχόταν σε ευθεία αντίθεση µε την άµεση αντίληψη. Σήµερα, περνώντας αυτή τη 

γνώση µέσα από τα κανάλια της καθηµερινότητας, έπαψαν να αποτελούν εµπόδιο οι 

αισθήσεις και σε κάποιες περιπτώσεις έγιναν εργαλείο για την κατανόηση του 

γεγονότος ότι η Γη είναι σφαιρική. Για παράδειγµα, η εµφάνιση ενός πλοίου στον 

ορίζοντα είναι µια τέτοια ένδειξη. Ο γενικά δύσπιστος ανθρώπινος εγκέφαλος 

αποδέχτηκε την ιδέα, την ενσωµάτωσε στις καθιερωµένες αντιλήψεις και έχτισε 

πάνω της µια νέα εικόνα του κόσµου. 

 Η θεωρία της σχετικότητας – ειδικής και γενικής – όπως την επεξεργάστηκαν 

ο Poincare και ο Lorentz, ο Minkowski και ο Einstein, αποτελεί ένα σύγχρονο άβατο. 

Οδηγώντας στην πλήρη αναθεώρηση των εννοιών του χώρου και του χρόνου, 

δηµιουργεί µια σειρά από επιστηµολογικά, εννοιολογικά, µαθησιακά και αρκετών 

ακόµη κατηγοριών εµπόδια. Ο κόσµος που µας περιβάλλει δεν είναι Ευκλείδειος κι 

αυτό είναι γνωστό εδώ και τουλάχιστον έναν αιώνα. ∆εν έχει όµως βρεθεί ακόµη ο 

τρόπος ώστε αυτό να γίνει κατανοητό από τους πολλούς και να αναδείξει τις 

πολλαπλές – θέλω να πιστεύω – ευεργετικές του ιδιότητες. Η προσπάθεια όµως για 

τη διάδοση των ιδεών αυτών πρέπει να συνεχιστεί. Σε αυτή εντάσσεται και η 
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παρούσα διπλωµατική εργασία. Αρχικά θα προσπαθήσουµε να δώσουµε µια 

δικαιολογία για το λόγο που ο χώρος πρέπει να είναι τεσσάρων διαστάσεων, µε 

συγκεκριµένες ιδιότητες, ακολουθώντας την ιστορική εξέλιξη των ιδεών. Στη 

συνέχεια θα παρουσιαστεί η γεωµετρία του χώρου αυτού από τη µαθηµατική σκοπιά, 

έτσι ώστε να θεµελιωθεί το όλο εγχείρηµα. Τέλος, θα προσπαθήσουµε να δώσουµε 

µια πρόταση διδακτικής παρέµβασης, η οποία µπορεί να απευθύνεται σε µαθητές της 

τελευταίας τάξης του Λυκείου ή σε φοιτητές του πρώτου έτους. 

 ∆εν είναι στις προθέσεις µας να διδάξουµε την γεωµετρία του χώρου 

Minkowski. Ο στόχος είναι να φέρουµε σε επαφή µε την ουσία του αντικειµένου 

άτοµα, που κάτω από άλλες συνθήκες θα έµεναν µε την λανθασµένη εντύπωση ότι η 

θεωρία της σχετικότητας λέει πως «όλα είναι σχετικά» και να δώσουµε στα άτοµα 

αυτά τη δυνατότητα δηµιουργίας «συνάψεων» ώστε σε µια επόµενη ενασχόλησή 

τους (µε µεγαλύτερη λεπτοµέρεια) να είναι έτοιµοι να κατακτήσουν την πραγµατική 

εικόνα για τον κόσµο που µας περιβάλλει.  
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 Πριν ξεκινήσουµε τη µελέτη ενός χώρου τεσσάρων διαστάσεων, θα ήταν 

φρόνιµο να προσπαθήσουµε να δώσουµε µια αιτία για την οποία ένας τέτοιος χώρος 

είναι απαραίτητο να υπάρχει. 

 Ας πάρουµε όµως τα πράγµατα από την αρχή. Περίπου στα 1864, ο Maxwell 

διατυπώνει τη θεωρία του για τα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα. Το φως είναι ένα κύµα. 

Πώς όµως µεταδίδονται οι ηλεκτρικές και οι µαγνητικές δυνάµεις; Όλοι πίστευαν 

πως κάποιου είδους φορέας ήταν απαραίτητος για να στηρίζει τα πεδία. Αυτός ο 

φορέας, που ονοµάστηκε αιθέρας, υπέθεταν ότι καταλαµβάνει όλο το χώρο και 

έπρεπε να έχει τις εξής αντιφατικές ιδιότητες: 

 α) να µπορεί να διαπερνά τέλεια τα υλικά αντικείµενα, και ταυτόχρονα 

 β) να είναι άπειρα στερεός ώστε να µπορεί να στηρίζει το φως. 

 Ο αιθέρας αποτελούσε τον απόλυτο χώρο, την έδρα του προνοµιακού 

συστήµατος συντεταγµένων που δικαιούµαστε να θεωρήσουµε ως απόλυτα ακίνητο 

και να αναφερόµαστε σε αυτό το σύστηµα όταν θέλουµε να µελετήσουµε την 

απόλυτη κίνηση ενός σώµατος. Αυτή η άποψη, µοιραία, οδήγησε στη διατύπωση του 

ερωτήµατος περί της απολύτου κίνησης της Γης. Αφού η Γη κινείται, ποια είναι η 

απόλυτη κίνησή της; Πολλά πειράµατα σχεδιάστηκαν και υλοποιήθηκαν για το 

σκοπό αυτό µε πιο γνωστά αυτά των Michelson και Morley (1887) οι οποίοι πίστευαν 

πως αν µετρούσαν την ταχύτητα του φωτός σε διάφορες κατευθύνσεις θα προέκυπτε 

µια διαφορά που θα ήταν αρκετή για να υπολογιστεί η απόλυτη ταχύτητα της Γης.  

 Ας θεωρήσουµε, για παράδειγµα, ένα βαγόνι τρένου, το οποίο κινείται 

ευθύγραµµα µε σταθερή ταχύτητα v ως προς το έδαφος. Από το µέσον του βαγονιού 

ξεκινούν δύο σφαίρες µε ταχύτητα υ η καθεµιά, διεύθυνση κίνησης τον άξονα του 

βαγονιού και φορά, η µία προς το εµπρός τµήµα του βαγονιού και η άλλη προς το 

πίσω µέρος του. Ένας παρατηρητής που στέκεται στο έδαφος και βλέπει τις µπάλες 

µέσα στο βαγόνι, µετρά τις ταχύτητές τους και τις βρίσκει υ – v για τη σφαίρα που 

κινείται προς το εµπρός µέρος και υ + v για τη σφαίρα που κινείται προς τα πίσω. 

Από τις µετρήσεις αυτές µπορεί να µετρήσει την ταχύτητα του βαγονιού. 

 Τα αποτελέσµατα αυτών των πειραµάτων όµως ήταν απογοητευτικά για τους 

σχεδιαστές τους. Καµία διαφορά δεν είχε η ταχύτητα του φωτός ανεξάρτητα από το 

ποια διεύθυνση ακολουθούσε. 
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 Ο Lorentz, στην προσπάθειά του να εξηγήσει αυτή την αδυναµία, ανέπτυξε 

µεταξύ των ετών 1892 και 1909 µια θεωρία σχετικά µε τον αιθέρα, η οποία 

βασίστηκε τελικά στη διατύπωση δύο υποθέσεων: της διαµήκους συστολής των 

στερεών σωµάτων και της επιβράδυνσης των ρολογιών όταν αυτά κινούνται εντός 

του αιθέρα µε ταχύτητα υ κατά έναν παράγοντα �1 � ����, όπου c η ταχύτητα του 

φωτός. Συνεπώς, οι µεταβολές αυτές θα επηρέαζαν κάθε συσκευή σχεδιασµένη να 

µετρά το ρεύµα του αιθέρα, µε αποτέλεσµα την εξουδετέρωση όλων των 

αναµενόµενων φαινοµένων. (Rindler, 2001, pp. 1-2) 

 Το πρόβληµα βρισκόταν στην πεποίθηση µεταξύ των επιστηµόνων της 

εποχής ότι, όπως ο Newton είχε διατυπώσει στα “Principia” :  

«Ο χ�ρος και ο χρ�νος �χουν απ�λυτη υπ�σταση, ανεξ�ρτητη απ� τα φαιν�µενα που 

διαδραµατ�ζονται µ�σα σε αυτο�ς. Ε�ναι τα �ργανα, µε τα οπο�α ο Θε�ς πραγµατοποιε� το 

πανταχο� παρ�ν Του στον κ�σµο και συλλαµβ�νει ακαρια�α τη ρο% των πραγµ�των». 

 Μέσα σε ένα τέτοιο περιβάλλον, το 1905 ο Einstein διατυπώνει την ειδική 

θεωρία της σχετικότητας, η οποία ουσιαστικά βασίζεται σε δύο αρχές – αξιώµατα: 

 

 1η αρχή (αρχή της σχετικότητας) 

Οι ν�µοι της Φυσικ%ς ε�ναι πανοµοι�τυποι 

σε �λα τα αδρανειακ� συστ%µατα αναφορ�ς. 

 2η αρχή 

Υπ�ρχει �να αδρανειακ� σ�στηµα στο οπο�ο τα φωτειν� σ%µατα  

διαδ�δονται στο κεν� π�ντοτε ευθ�γραµµα και µε σταθερ% ταχ�τητα c,  

προς κ�θε κατε�θυνση, ανεξ�ρτητα απ� την κ�νηση της πηγ%ς. 

 

 Το πρώτο αξίωµα αποτελούσε απλά µια γενίκευση σε ολόκληρη τη Φυσική, 

µιας αρχής σχετικότητας που ίσχυε στη Νευτώνεια Μηχανική και ως εκ τούτου δεν 

συνάντησε ιδιαίτερες δυσκολίες στην αποδοχή της.  Για το δεύτερο αξίωµα υπήρχαν, 

όπως είδαµε και πειραµατικά δεδοµένα. Ο συνδυασµός των δύο αξιωµάτων οδήγησε 

στη διατύπωση ενός νόµου για τη διάδοση του φωτός (και κατ’ επέκταση κάθε 

ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας): 

«Τα φωτειν� σ%µατα διαδ�δονται στο κεν� ευθ�γραµµα,  

µε την �δια ταχ�τητα c, σε κ�θε χρονικ% στιγµ%,  

προς κ�θε κατε�θυνση και σε �λα τα αδρανειακ� συστ%µατα». 
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 Αυτή η διατύπωση καθιστούσε αυτοµάτως όλα τα αδρανειακά συστήµατα 

ισοδύναµα και εποµένως την ύπαρξη του αιθέρα αδύνατη ή καλύτερα άχρηστη αφού 

δεν είναι δυνατόν να υπάρχει κάποιο προνοµιακό σύστηµα αναφοράς. Το µήκος και 

η διάρκεια έγιναν µεγέθη σχετικά και η µέτρησή τους από δύο παρατηρητές που 

βρίσκονται σε σχετική κίνηση µεταξύ τους δίνει διαφορετικά αποτελέσµατα. Μόνο 

το φως εξακολουθεί να κινείται µε την ίδια ταχύτητα για όλους.  

 Ας γυρίσουµε για λίγο στο παράδειγµα του κινούµενου βαγονιού. Αντί για 

σφαίρες όµως, από το µέσον του βαγονιού εκπέµπονται δύο φωτεινά σήµατα, τα 

οποία µόλις φθάσουν στο άκρο του βαγονιού ενεργοποιούν έναν µηχανισµό που 

σηκώνει µία σηµαία. Για τον παρατηρητή που βρίσκεται µέσα στο βαγόνι οι δύο 

σηµαίες θα σηκωθούν ταυτόχρονα. Όµως για τον παρατηρητή που βρίσκεται στο 

έδαφος, η σηµαία στο πίσω µέρος θα σηκωθεί πριν από εκείνη που βρίσκεται στο 

µπροστινό µέρος. Αυτό συµβαίνει γιατί το φως διατρέχει µικρότερο µήκος 

ταξιδεύοντας προς τα πίσω αφού το βαγόνι κινείται προς αυτό. Αντίθετα κινούµενο 

προς τα εµπρός, το φως πρέπει να καλύψει και την απόσταση που έχει διανύσει το 

κινούµενο βαγόνι. Όταν η ταχύτητα του τρένου είναι πολύ µικρή σε σχέση µε την 

ταχύτητα του φωτός, το φαινόµενο δεν γίνεται αντιληπτό. Αυτό όµως δεν σηµαίνει 

ότι δεν υπάρχει. Όταν η ταχύτητα του τρένου γίνεται συγκρίσιµη µε αυτή του φωτός, 

γίνεται άµεσα αντιληπτό. 

 Ας  επιστρέψουµε τώρα στην αρχική µας επιδίωξη.  Καταρχήν πρέπει να 

συµφωνήσουµε ότι ο βασικός ρόλος της επιστήµης είναι η περιγραφή «γεγονότων» 

και η ανάλυση των σχέσεων µεταξύ τους. Τι εννοούµε όµως µε τον όρο «γεγονός»; 

Συνήθως αναφερόµαστε σε κάτι που συµβαίνει «κάπου», «κάποια» χρονική στιγµή, 

όπου το «κάπου» είναι καθορισµένο και χωρίς καµία χρονική διάρκεια. Ένα 

«γεγονός» οφείλει να είναι σηµειακό και στιγµιαίο. Σηµαντικότερη όµως ιδιότητα 

κάθε γεγονότος είναι ότι πρέπει να είναι παρατηρήσιµο. Αυτή η ιδιότητα µε τη σειρά 

της οδηγεί στην αναγκαιότητα να οριστούν δύο πράγµατα: ποιος παρατηρεί και µε 

ποιο τρόπο το κάνει αυτό. 

 Για τη φύση του παρατηρητή µπορούµε να πούµε ότι 

«�νας παραδεκτ�ς – αδρανειακ�ς παρατηρητ%ς εποπτε�ει χρησιµοποι�ντας 

�να τρισδι�στατο, δεξι�στροφο, καρτεσιαν� χωρικ� σ�στηµα συντεταγµ�νων  

βασισµ�νο σε µια αποδεκτ% µον�δα µ%κους και σε σχ�ση µε το οπο�ο  

το φως διαδ�δεται ευθ�γραµµα προς �λες τις κατευθ�νσεις». 

 Προφανώς, ο παρατηρητής αποτελεί µέρος του συστήµατος που εποπτεύει 

και δεν είναι πανταχού παρών. Επίσης, ο περιορισµός για την ευθύγραµµη κίνηση 
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του φωτός είναι ουσιαστικός και έχει νόηµα µόνο για το συγκεκριµένο χωρικό 

σύστηµα στο οποίο αναφέρεται.  

«Κ�θε αδρανειακ�ς παρατηρητ%ς εφοδι�ζεται µε �να τυπικ�, ιδεατ� ρολ�ι, 

βασισµ�νο σε αποδεκτ�ς µον�δες χρ�νου, 

µε το οπο�ο µπορε� να καθορ�ζει µια ποσοτικ% χρονικ% τ�ξη (σειρ� – διαδοχ%)  

στα γεγον�τα στην κοσµικ% γραµµ% του
1
». 

 Παρατηρήστε ότι κάθε παρατηρητής µπορεί να αποδώσει χρόνο σε κάθε 

γεγονός που συµβαίνει στη δική του κοσµική γραµµή. Για να επικοινωνήσουν όµως 

µεταξύ τους δύο παρατηρητές για την ανταλλαγή πληροφοριών για «ανεξάρτητα» 

γεγονότα, πρέπει να καθορίσουµε µια διαδικασία για την τοποθέτηση και τον 

συγχρονισµό των ρολογιών διαµέσου των χωρικών συστηµάτων συντεταγµένων. 

Αυτό δεν µπορεί να γίνει µε την µαζική παραγωγή ρολογιών σε κάποιο σηµείο και 

την αποστολή τους στα διάφορα σηµεία µέσα στο σύστηµα γιατί η µετακίνηση των 

ρολογιών επηρεάζει την ροή του χρόνου στα ρολόγια. Για το λόγο αυτό θεωρούµε ότι 

κάθε παρατηρητής κατασκευάζει το δικό του ρολόι στην αρχή του δικού του 

συστήµατος και αφού τα µεταφέρει στο επιθυµητό µέρος τα στερεώνει και 

επιστρέφει στην αρχή. Θεωρούµε επίσης ότι κάθε παρατηρητής έχει έναν βοηθό σε 

κάθε σηµείο που τοποθετήθηκε ρολόι. Για τον συγχρονισµό των ρολογιών αρκεί η 

εκποµπή ενός φωτεινού σήµατος από την αρχή των αξόνων, έστω τη στιγµή t0. Το 

σήµα φτάνει στο τυχόν σηµείο Ρ και ανακλάται επιστρέφοντας στην πηγή του τη 

χρονική στιγµή t1. Θεωρώντας ότι δεν υπάρχει καµιά καθυστέρηση στο σηµείο Ρ, ο 

παρατηρητής � υπολογίζει την ταχύτητα του σήµατος ως �	ό������, ��12 ��� � ���  

 Αυτή η µέθοδος, που είναι γνωστή ως µέθοδος Fizeau, δίνει τελικά την 

ταχύτητα του φωτός c, η οποία όµως είναι γνωστό ότι είναι ανεξάρτητη του χρόνου 

κατά τον οποίο πραγµατοποιείται η µέτρηση, της συσκευής µέτρησης (π.χ. που 

βρίσκεται το Ρ), της συχνότητας (ενέργειας) του σήµατος και έχει την ίδια 

αριθµητική τιµή για όλους τους παρατηρητές (περίπου 300 000 Km / sec). 

 Ζητάµε από τους παρατηρητές µας να πολλαπλασιάσουν το χρόνο που 

βρήκαν µε την ταχύτητα c, ώστε η µέτρηση του χρόνου να γίνεται σε χωρικές 

µονάδες. Με τον τρόπο αυτό, όλες οι ταχύτητες είναι αδιάστατες και c = 1. 

                                                           
1
 Θεωρώντας κάθε «γεγονός» ως σημειακό και χωρίς χρονική διάρκεια, η ύπαρξη ενός υλικού 

σωματιδίου ή ενός φωτονίου μπορεί να παρασταθεί από μια συνεχή ακολουθία «γεγονότων» που 

ονομάζεται η «κοσμική γραμμή» του. 
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 Ας θεωρήσουµε ότι το χωρικό σύστηµα συντεταγµένων δύο παρατηρητών � 

και �� είναι το Σ(��, ��, ���  και  Σ�����, ���, ���� , στο οποίο προστίθεται µια τέταρτη 

συνιστώσα �� (= ct)  και ��� (= c�̂). 

 Τώρα, εφοδιάζουµε κάθε παρατηρητή µας µε ένα σύστηµα συγχρονισµένων 

ρολογιών ως εξής: Σε κάθε σηµείο του χωρικού συστήµατος συντεταγµένων 

τοποθετείται ένα ρολόι πανοµοιότυπο µε αυτό του παρατηρητή. Κάποια στιγµή x4 

στο Ο, εκπέµπεται ένα σφαιρικό ηλεκτροµαγνητικό κύµα. Καθώς το µέτωπο του 

κύµατος φτάνει στο Ρ το ρολόι στο σηµείο αυτό τοποθετείται στο χρόνο x4 + d(O , P) 

και αρχίζει να δουλεύει. ∆ηλαδή συγχρονίστηκε µε το ρολόι της πηγής. Έτσι κάθε 

παρατηρητής έχει ένα σύστηµα αναφοράς S(x1 , x2 , x3 , x4)  και  S�����, ���, ���, ����.  

 Εκείνο που µένει είναι να δούµε πως οι S� συντεταγµένες ενός γεγονότος 

σχετίζονται µε τις S συντεταγµένες του. Η απεικόνιση  !: #� $ #�   %&   !���, ��, ��, ��� ' ����, ���, ���, ���� 

πρέπει καταρχήν να είναι 1-1 και επί ώστε να υπάρχει και η αντίστροφη απεικόνιση. 

 Χρειάζεται εδώ να διατυπώσουµε µια υπόθεση αιτιότητας: 

 

«Κ�θε δ�ο αδρανειακο� παρατηρητ�ς συµφωνο�ν για τη χρονικ% σειρ� δ�ο οποιονδ%ποτε 

γεγον�των στην κοσµικ% γραµµ% εν�ς φωτον�ου, δηλαδ% αν δ�ο γεγον�τα �χουν στο S 

συντεταγµ�νες ���, ��, ��, ��� και ����, ���, ���, ����και στο S� σ�στηµα συντεταγµ�νες 

����, ���, ���, ����και (����, ����, ����, ����) αντ�στοιχα, τ�τε οι ποσ�τητες �� � ��� και   

��� � ����
 �χουν το �διο πρ�σηµο». 

 

 ∆ύο τέτοια γεγονότα στο S, έχουν συντεταγµένες που ικανοποιούν τη σχέση: 

xi – x0
i = υi (x4 – x0

4)     ,    i = 1, 2, 3 

για κάποιες σταθερές υ1, υ2, υ3 µε (υ1)2 + (υ2)2 + (υ3)2 = 1 (αφού στο S είναι c = 1) και 

συνεπώς 

        (x1 – x0
1)2 + (x2 – x0

2)2 + (x3 – x0
3)2 – (x4 – x0

4)2 = 0                 (*) 

 Μπορούµε να φανταστούµε την τελευταία σχέση ως την εξίσωση ενός 

«κώνου» στον R4 µε κορυφή ����, ���, ���, ���� γενικεύοντας από τον R3, όπου η 

εξίσωση του κώνου είναι (x – x0)
2 + (y – y0)

2 = (z – z0)
2. Όµως αυτό πρέπει να ισχύει 

σε κάθε αδρανειακό σύστηµα αναφοράς, άρα η ! πρέπει  να διατηρεί τον «κώνο». 

 Έτσι, η ! µεταφέρει τον «κώνο» (*) στον κώνο ���� –  ������  + ���� – ������  +  ���� – ������– ���� – ������ ' 0 

και ικανοποιείται η σχέση ��� - ����, αν �� - ��� και ισχύει η (*). 
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 Ο Zeeman το 1964 έδειξε ότι κάθε τέτοιος αυτοµορφισµός ! είναι ένας 

συνδυασµός των παρακάτω τριών τύπων: 

 1. Μετατοπίσεις: 

         ��. ' �. + /0 ,  α = 1, 2, 3, 4   για κάποιες σταθερές Λα. 

 2. Θετικά πολλαπλάσια: 

  ��. ' 1 · �. ,  α = 1, 2, 3, 4   για κάποια θετική σταθερά k. 

 3. Γραµµικός µετασχηµατισµός: 

  ��. ' /30 · �.  ,     α , b = 1, 2, 3, 4,  όπου ο πίνακας Λ = [Λα
b]α,b = 1,2,3,4 

ικανοποιεί τις συνθήκες:  i) ΛΤ η Λ = η ,  µε η = 41 00 1 0  00  00 00 0 1   00 �15 και ii) Λ4
4 > 1. 

 Αυτό το αποτέλεσµα είναι πραγµατικά εντυπωσιακό, αν σκεφτούµε ότι δεν 

ζητήσαµε από την ! να είναι συνεχής, ούτε καν γραµµική. 

 ∆ύο συστήµατα αναφοράς που συνδέονται µε µια απεικόνιση τύπου 2, 

διαφέρουν µόνο ως προς την κλίµακα (µονάδες µέτρησης) και εποµένως η διαφορά 

τους είναι τετριµµένη και µπορεί εύκολα να αναιρεθεί. Επίσης, οι µετατοπίσεις 

µπορούν να θεωρηθούν ως οι S� - συντεταγµένες της πηγής του συστήµατος S και 

εποµένως µπορούµε να τις παραλείψουµε απλά θεωρώντας Λα = 0. 

 Έτσι, µένουν προς µελέτη µόνο οι αυτοµορφισµοί τύπου 3, οι οποίοι 

ονοµάζονται «ορθόχρονοι µετασχηµατισµοί Lorentz» και είναι εκείνες οι 

απεικονίσεις που αφήνουν αναλλοίωτη την τετραγωνική µορφή 

(x1)2 + (x2)2 + (x3)2 – (x4)2 

(ανάλογα προς τους ορθογώνιους µετασχηµατισµούς στον R3, που αφήνουν 

αναλλοίωτο το σύνηθες τετραγωνικό µήκος x2 + y2 + z2) και καθορίζουν έναν 

χρονικό προσανατολισµό, µε την έννοια της υπόθεσης αιτιότητας. 
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1. Η ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΔΟΜΗ ΤΟΥ 

ΧΩΡΟΥ MINKOWSKI 

1.1  Προκαταρκτικά 

�� Έστω V ένας διανυσµατικός χώρος, διάστασης n > 1, πάνω στο σώµα των 

πραγµατικών αριθµών. Μια απεικόνιση 

σ : V x V → ℜ 

λέγεται διγραµµική µορφή αν είναι γραµµική ως προς κάθε συντεταγµένη της, 

δηλαδή αν ικανοποιεί τις σχέσεις: 

 1. σ(λ · u , v) = λ · σ(u , v) , σ(u + v , w) = σ(u , w) + σ(v , w) 

 2. σ(u , λ · v) = λ · σ(u , v) , σ(u , v + w) = σ(u , v) + σ(u , w) 

για κάθε u, v, w ∊ V και για κάθε λ ∊ ℜ. 

 

�� Αν u, v ∊ V και σ(u , v) = σ(v , u) = 0, τότε τα u και v λέγονται κάθετα. Αν 

W1, W2 είναι δύο διανυσµατικοί υπόχωροι του V, λέµε ότι οι W1 και W2 είναι 

κάθετοι αν σ(u , v) = σ(v , u) = 0, για κάθε  u ∊ W1 , και για κάθε v ∊ W2. 

 

�� Αν W είναι ένας διανυσµατικός υπόχωρος του V τότε συµβολίζουµε µε 89 το 

σύνολο 89 = {v ∊ V : σ(v , w) = σ(w , v) = 0, για κάθε w ∊ W} 

 

 O 89 λέγεται ορθογώνιο συµπλήρωµα του W και είναι επίσης ένας 

διανυσµατικός υπόχωρος του V. 

 

�� Μια διγραµµική µορφή σ : V x V → ℜ είναι 

 1) συµµετρική,  αν σ(u , w) = σ(w , u), για κάθε u , w στον V. 

 2) µη εκφυλισµένη, αν :9 = {0}, όπου 0 είναι το µηδενικό διάνυσµα του V. 

 Μια συµµετρική, µη εκφυλισµένη διγραµµική µορφή σ στον V λέγεται 

εσωτερικό γινόµενο στον V. Τότε, αντί για σ(u , w) γράφουµε συνήθως u · v. 

 Ένα κλασικό παράδειγµα είναι το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο στον ℜn, 

όπου, αν υ = (υ1, υ2, υ3, … , υn) , w = (w1, w2, … , wn) ∊ ℜn, τότε 

υ · w = υ1 · w1 + υ2 · w2 + … +  υn · wn 
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 Γι αυτό το εσωτερικό γινόµενο ισχύει ότι υ · υ > 0 , για κάθε µη µηδενικό 

διάνυσµα υ στον ℜn και λέγεται θετικά ορισµένο. Όµως δεν ισχύει το ίδιο για κάθε 

εσωτερικό γινόµενο που µπορούµε να ορίσουµε στον ℜn. Π.χ. αν ορίσουµε το           

g : ℜn x ℜn → ℜ µε  g(υ , w) = υ1 · w1 + υ2 · w2 + … +  υn-1 · wn-1 – υn · wn, τότε για 

το διάνυσµα u = (0, 0, …, 0, 1) είναι g(u , u) = -1 < 0. 

 Αν για το εσωτερικό γινόµενο g : V x V → ℜ είναι g(u , u) < 0, για κάθε u 

στον V, τότε αυτό λέγεται αρνητικά ορισµένο και αν δεν είναι ούτε θετικά ούτε 

αρνητικά ορισµένο λέγεται απροσδιόριστο. 

 Τέλος, µια διγραµµική µορφή σ για την οποία ισχύει ότι σ(u , u) = 0, για κάθε 

u στον V, λέγεται εναλλάσσουσα2. 

 

�� Κάθε εσωτερικό γινόµενο g : V x V → ℜ ορίζει µια µοναδική τετραγωνική 

µορφή ; : V → ℜ    µε    ;(v) = g(v , v) = v2 

 Μάλιστα, κάθε τετραγωνική µορφή προκύπτει από ένα συγκεκριµένο 

εσωτερικό γινόµενο στον V. ∆ηλαδή, διαφορετικά εσωτερικά γινόµενα στον V 

ορίζουν διαφορετικές τετραγωνικές µορφές.  

 Ένα διάνυσµα v ∊ V, για το οποίο η ;(v) είναι ίση µε 1 ή -1 λέγεται 

µοναδιαίο διάνυσµα (unit vector). 

 

 Θεώρηµα 1: Έστω V ένας πραγµατικός διανυσµατικός χώρος διάστασης n 

στον οποίο είναι ορισµένη µια µη εκφυλισµένη, συµµετρική διγραµµική µορφή 

g : V x V → ℜ. 

 Υπάρχει μια βάση {e1, e2, …, en} για τον V τέτοια, ώστε g(ei , ej) = 0 όταν  

i ≠ j και ;(ei) = + 1, για κάθε i = 1, 2, …, n. Μάλιστα, ο αριθμός των διανυσμάτων της βάσης για τα οποία ;(ei) = - 1 είναι ο ίδιος για κάθε τέτοια βάση. 

 

�� Μια βάση ενός διανυσµατικού χώρου V, που αποτελείται από ανεξάρτητα, 

ορθογώνια ανά δύο, µοναδιαία διανύσµατα του χώρου, λέγεται ορθοκανονική βάση 

για τον V. Συνήθως, αναδιατάσσουµε τα διανύσµατα µιας τέτοιας βάσης ώστε πρώτα 

να µπαίνουν τα διανύσµατα µε ;(ei) = 1 και στο τέλος αυτά που δίνουν -1. 

                                                           
2
 Ανούσης Μιχάλης, Σημειώσεις Γραμμικής Άλγεβρας, ΕΑΠ, 2008, σελ.109 
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 Αν r από τα διανύσµατα µιας τέτοιας βάσης του V έχουν ;(ek) = -1, τότε η 

βάση γράφεται  

   {e1, e2, …, en-r, en-r+1, …, en} 

όπου        ;(ei) = 1    ,        1 < i < n – r  

               ;(ei) = –1   ,     n – r + 1 < i < n  

Εποµένως, αν  

Y ' Z v\]
^_� e\    ,        a '  Z w\]

^_� e\ 
τότε  v · w = v1 · w1 + v2 · w2 +… + vn-r · wn-r – vn-r+1 · wn-r+1 – … –  vn · wn  

 Ο αριθµός r των στοιχείων της βάσης, για τα οποία ;(ei) = –1, λέγεται 

δείκτης (index) της βάσης3. 

 

Αθροιστική σύµβαση (Einstein): Ίσως έχει γίνει αντιληπτή µια µάλλον περίεργη 

γραφή των δεικτών ως εκθέτες η οποία ίσως και να σας µπερδεύει λίγο. Αυτή έχει 

βαθειά φυσική σηµασία, η οποία αυτή τη στιγµή δεν µας ενδιαφέρει. Όµως είναι 

χρήσιµο να αναφέρουµε εδώ µια ειδική σύµβαση για τα γινόµενα µε ίδιους δείκτες.  

 Αν σε µια παράσταση εµφανίζεται ο ίδιος δείκτης σε άνω και κάτω θέση, τότε 

υπονοείται άθροιση σε αυτόν τον δείκτη και το σύµβολο της άθροισης παραλείπεται. 

  Π.χ. αν j = 1, 2, 3 τότε  vij · wj = vi1 · w1 + vi2 · w2 + vi3 · w3. Όµως vij  · wj δεν 

σηµαίνει τίποτα περισσότερο αφού και οι δύο δείκτες j βρίσκονται στην ίδια θέση 

(άνω). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                           
3
 Κάποιοι συγγραφείς αναφέρουν ως χαρακτηριστικό αριθμό της βάσης τον n – r και κάποιοι 

γράφουν με αντίστροφη σειρά τα διανύσματα της βάσης. Η ουσία όμως δεν αλλάζει. 
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1.2. Ο χωρόχρονος Minkowski 

 Ο χωρόχρονος Minkowski είναι ένας τετραδιάστατος πραγµατικός 

διανυσµατικός χώρος ℳ  στον οποίο ορίζεται ένα εσωτερικό γινόµενο g µε δείκτη 1. 

Τα στοιχεία του ℳ καλούνται «γεγονότα» και το g αναφέρεται ως το κατά Lorentz 

εσωτερικό γινόµενο στον ℳ. 

 Υπάρχει εποµένως µια βάση {e1 , e2 , e3 , e4} στον ℳ µε την ιδιότητα, αν        

v = vα eα και w = wα eα, τότε 

g(v , w) = v1 · w1 + v2 · w2 + v3 · w3 – v4 · w4 

 Τα στοιχεία του ℳ είναι «γεγονότα» θεωρώντας τον όρο µε την έννοια του 

«σηµειακού» γεγονότος, δηλαδή κάποιου που δεν έχει καµία χωρική έκταση ούτε 

χρονική διάρκεια. Μας χρειάζεται λοιπόν ένα σύστηµα συντεταγµένων που να 

αποτυπώνει αυτήν ακριβώς την ερµηνεία του «γεγονότος». Ένα τέτοιο σύστηµα 

συντεταγµένων θέτει στο ℳ µια ορθοκανονική βάση {e1 , e2 , e3 , e4} όπως παραπάνω 

και καθορίζει ένα πλαίσιο αναφοράς. Εποµένως, αν x = xα eα,  α = 1, 2, 3, 4, (όπου 

χρησιµοποιούµε την αθροιστική σύµβαση) ορίζουµε τις συντεταγµένες (x1, x2, x3, x4) 

του γεγονότος x, που σχετίζονται µε τη βάση {e1 , e2 , e3 , e4}. Από αυτές, οι τρεις 

πρώτες θεωρούµε ότι αναφέρονται στη χωρική έκταση και η τέταρτη στο χρόνο για 

το γεγονός x, όπως το παρατηρεί ένας παρατηρητής που εποπτεύει το συγκεκριµένο 

σύστηµα αναφοράς. 

 

 Στα πλαίσια της εξοικονόµησης χώρου, εισάγουµε έναν πίνακα 4x4 που 

ορίζεται ως εξής: 

η = 41 00 1 0  00  00 00 0 1  00 �15 

και του οποίου τα στοιχεία συµβολίζονται µε ηαβ ή ηαβ ανάλογα µε τις ανάγκες της 

αθροιστικής σύµβασης. Άρα  ηαβ = ηαβ = 1, όταν α = β = 1, 2, 3 και η44 = η44 = –1. Αν 

α ≠ β, τότε ηαβ = ηαβ = 0. Εποµένως γράφουµε  g(eα , eβ) = ηαβ = ηαβ και µε την 

αθροιστική σύµβαση 

g(v , w) = ηαβ v
α wβ 

 

�� Το εσωτερικό γινόµενο Lorentz δεν είναι θετικά ορισµένο, εποµένως θα 

υπάρχουν διανύσµατα v ∊ ℳ, µε g(v , v) = 0. Π.χ. το v = e1 + e4 είναι ένα τέτοιο 

διάνυσµα, αφού g(v , v) = ηαβ v
α vβ = 1 + 0 + 0 – 1 = 0. Τέτοια διανύσµατα λέγονται 
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µηδενικά ή φωτοειδή (lightlike) και το ℳ έχει βάσεις (όχι ορθοκανονικές) που 

αποτελούνται αποκλειστικά από τέτοιου είδους διανύσµατα.  

 

Πρόταση 2: ∆ύο φωτοειδή διανύσµατα v και w (κανένα από τα οποία δεν είναι το 

µηδενικό διάνυσµα) είναι ορθογώνια αν και µόνο αν είναι παράλληλα. 

Απόδειξη: Ας θεωρήσουµε δύο διανύσµατα v = vα eα και w = wα eα, τα οποία είναι 

φωτοειδή, δηλαδή, 

   g(v , v) = (v1)2 + (v2)2 + (v3)2 – (v4)2 = 0 

  και  g(w , w) = (w1)2 + (w2)2 + (w3)2 – (w4)2 = 0 

και ορθογώνια µεταξύ τους, δηλαδή 

   g(v , w) = v1 · w1 + v2 · w2 + v3 · w3 – v4 · w4 = 0 

Χρησιµοποιώντας την ανισοϊσότητα Schwartz στον ℜ3, βρίσκουµε 

 (v4 · w4)2 = (v1 · w1 + v2 · w2 + v3 · w3)2   

     < [(v1)2 + (v2)2 + (v3)2] [ (w1)2 + (w2)2 + (w3)2] 

     = (v4)2 (w4)2 

Άρα η σχέση του Schwartz ισχύει ως ισότητα και αυτό συµβαίνει µόνο όταν τα v και 

w είναι γραµµικώς εξαρτηµένα, δηλαδή όταν υπάρχει κάποιος πραγµατικός αριθµός 

λ ≠ 0, µε v = λ · w. 

 

�� Ας θεωρήσουµε δύο διακριτά γεγονότα x0 και x για τα οποία το διάνυσµα 

µετατόπισης   v = x0 – x,   από το x0 στο x είναι ένα φωτοειδές, δηλαδή 

    ;(v) = ;(x0 – x) = 0 

 Σε σχέση µε µια ορθοκανονική βάση {e1 , e2 , e3 , e4} του ℳ, αν x = xα eα και 

x0 = x0
α eα, τότε 

  (x1 – x0
1)2 + (x2 – x0

2)2 + (x3 – x0
3)2 – (x4 – x0

4)2 = 0                  (1.2.1) 

 Όµως αυτή τη σχέση την είδαµε και στην εισαγωγή. Είναι ακριβώς η συνθήκη 

που πρέπει να ικανοποιείται µεταξύ δύο γεγονότων που βρίσκονται πάνω στην 

κοσµική γραµµή ενός φωτονίου. (Γι αυτό και το διάνυσµα v λέγεται φωτοειδές). Από 

την οµοιότητα της σχέσης (1) µε την εξίσωση ενός ορθού κυκλικού κώνου στον ℜ3, 

ορίζουµε τον κώνο φωτός CN(x0) στο x0 ∊ ℳ, ως εξής: 

   CN(x0) = {x ∊ ℳ : ;(x – x0) = 0} 

και τον απεικονίζουµε, συµπιέζοντας την τρίτη χωρική συντεταγµένη του x3 όπως 

φαίνεται στο Σχήµα 1. 



20 

 

 Ο CN(x0) αποτελείται εποµένως από όλα εκείνα τα γεγονότα στον ℳ που 

«µπορούν να συνδεθούν µε το x0 µε µια ακτίνα φωτός». 

 Για κάθε τέτοιο γεγονός x (x ≠ x0) ορίζουµε την φωτοειδή κοσµική γραµµή 

(ή ακτίνα φωτός) 

   def,e ' g�� +  � �� � ���: � h  ℜi 

 

Παρατήρηση: Αν ;(x – x0) = 0, τότε def,e ' de,ef. 

 Πραγµατικά, έστω z ∊ def,e , τότε  z = x0 + t (x – x0)  ,  t ∊ ℜ  και εποµένως  

    z  =  x0 + t x – t x0 

        =  x – x + x0 + t x – t x0 

        =   x – (t – 1) (x0 – x) 

        =    x –  t́ (x0 – x) 

δηλαδή z ∊ de,ef. Άρα def,e j de,ef.  

 Όµοια, αλλάζοντας θέσεις στα x0 και x βρίσκουµε ότι def,e k de,ef, δηλαδή def,e ' de,ef.  

 

Θεώρηµα 3: Αν x0 και x είναι δύο διακριτά γεγονότα µε ;(x – x0) = 0, τότε 

    def,e ' lm���� n lm���     (1.2.2) 

Σχήμα 1 
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(δηλαδή ο κώνος φωτός του x0 είναι απλώς η ένωση όλων των ακτίνων φωτός που 

διέρχονται από το x0). 

Απόδειξη : 

 Έστω z = x0 + t (x – x0)  ,  t ∊ ℜ  ένα στοιχείο της def,e. Τότε  

    z – x0 = t (x – x0) 

  και έτσι 

    ;(z – x0) = t2 ;(x – x0) = 0 

Εποµένως z ∊ lm����. Επειδή def,e ' de,ef η z ∊ lm���, άρα z ∊ lm���� n lm���. 

∆ηλαδή def,e j lm���� n lm���. 

 Έστω τώρα z ∊ lm���� n lm���. Καθένα από τα διανύσµατα z – x0, z – x 

είναι φωτοειδές.  Όµως  z – x0 = z – x + x – x0 = (z – x) – (x0 – x), εποµένως  

 0 = ;(z – x0) = ;(z – x) + ;(x0 – x) – 2g(z – x , x0 – x) = – 2g(z – x , x0 – x) 

και άρα  g(z – x , x0 – x) = 0. 

 Αν z ≠ x, τότε τα φωτοειδή διανύσµατα z – x0 και z – x είναι ορθογώνια 

µεταξύ τους, άρα είναι παράλληλα. Υπάρχει εποµένως t ∊ ℜ, ώστε z – x = t (x0 – x) ή 

ισοδύναµα z = x + t (x0 – x), δηλαδή z ∊ def,e και lm���� n lm��� j def,e. (Αν z=x, 

προφανώς z ∊ def,e). 

 Άρα τελικά   def,e ' lm���� n lm���. 

 

�� Για λόγους που θα εξηγήσουµε αµέσως παρακάτω, ένα διάνυσµα v στον ℳ 

λέγεται χρονοειδές (timelike) αν ;�v) < 0 και χωροειδέςχωροειδέςχωροειδέςχωροειδές (spacelike) αν ;(v) > 0. 
 Αν v είναι το διάνυσµα µετατόπισης x – x0 µεταξύ δύο γεγονότων, σε σχέση 

µε οποιαδήποτε ορθοκανονική βάση του ℳ, τότε το ;(x – x0) < 0 σημαίνει ότι (Δx1)2 + (Δx2)2 + (Δx3)2 < (Δx4)2 
δηλαδή το x – x0 βρίσκεται στο εσωτερικό του κώνου φωτός του x0. Έτσι, το 

τετράγωνο του χωρικού διαστήµατος µεταξύ των δύο γεγονότων είναι µικρότερο από 

το τετράγωνο της απόστασης που θα µπορούσε να ταξιδέψει το φως κατά τη χρονική 

διαφορά των δύο γεγονότων (θυµηθείτε ότι η τέταρτη συνιστώσα µετριέται σε 

µονάδες µήκους φωτός). 

 Αν το x – x0 είναι ένα χωροειδές, η ανισότητα αντιστρέφεται, το x – x0 

απεικονίζεται στο εξωτερικό του κώνου φωτός του x0 και το χωρικό διάστηµα µεταξύ 

των δύο γεγονότων είναι τόσο µεγάλο που ούτε ένα φωτόνιο δεν µπορεί να ταξιδέψει 

τόσο γρήγορα ώστε να βιώσει και τα δύο γεγονότα. 
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��  Αν {e1 , e2 , e3 , e4} και g|̂�, |̂�, |̂�, |̂�i είναι δύο ορθοκανονικές βάσεις στον ℳ, τότε υπάρχει ένας µοναδικός γραµµικός µετασχηµατισµός ℒ : ℳ → ℳ τέτοιος, 

ώστε ℒ(eα) = |̂0 για α = 1, 2, 3, 4. Όπως θα δούµε, τέτοιες απεικονίσεις «διατηρούν 

το εσωτερικό γινόµενο του ℳ», δηλαδή είναι του ακόλουθου τύπου: 

  Ένας γραµµικός µετασχηµατισµός ℒ : ℳ → ℳ λέγεται ορθογώνιος 

µετασχηµατισµός στο ℳ αν g(ℒx , ℒy) = g(x , y), για όλα τα x , y ∊ ℳ. 

 Μπορούµε να δείξουµε ότι αν το εσωτερικό γινόµενο στον ℳ είναι µη 

εκφυλισµένο, τότε ένας ορθογώνιος µετασχηµατισµός είναι απαραίτητα 1-1 και 

εποµένως είναι ισοµορφισµός. 

 

Λήµµα 4: Έστω ℒ : ℳ → ℳ ένας γραµµικός µετασχηµατισµός. Τότε τα ακόλουθα 

είναι ισοδύναµα: 

 α) Ο ℒ είναι ορθογώνιος µετασχηµατισµός. 

 β) Ο ℒ διατηρεί την τετραγωνική µορφή του ℳ, δηλαδή ;(ℒx) = ;(x) για όλα 

τα x ∊ ℳ. 

 γ) Ο ℒ µεταφέρει κάθε ορθοκανονική βάση του ℳ σε µια άλλη επίσης 

ορθοκανονική βάση του ℳ. 

 

 Ας είναι τώρα ℒ : ℳ → ℳ ένας ορθογώνιος µετασχηµατισµός του ℳ και  

{e1 , e2 , e3 , e4} µια ορθοκανονική βάση του ℳ. Από το προηγούµενο λήµµα η g|̂�, |̂�, |̂�, |̂�i µε |̂0 = ℒ(eα), για α = 1, 2, 3, 4 είναι επίσης µια ορθοκανονική βάση 

του ℳ. 

 Συγκεκριµένα, κάθε eα , α = 1, 2, 3, 4, µπορεί να εκφραστεί ως γραµµικός 

συνδυασµός των |̂0: 

              eu = Λ1
u |̂� + Λ2

u |̂� + Λ3
u |̂� + Λ4

u |̂�  = Λα
u |̂0 ,  u = 1, 2, 3, 4         (1.2.3) 

όπου οι Λα
u είναι σταθερές. 

 Η συνθήκη ορθογωνιότητας  g(ec , ed) = ηcd,   c, d = 1, 2, 3, 4 µπορεί τώρα να 

γραφτεί: 

  Λ1
cΛ

1
d + Λ2

cΛ
2
d + Λ3

cΛ
3
d – Λ4

cΛ
4
d = ηcd         (1.2.4) 

ή µε την αθροιστική σύµβαση 

       Λα
cΛ

β
d ηαβ = ηcd  ,   c, d = 1, 2, 3, 4                 (1.2.5) 

Η τελευταία είναι ισοδύναµη µε την  

       Λα
cΛ

β
d η

cd = ηαβ  ,   α, β = 1, 2, 3, 4                 (1.2.6) 
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 Ορίζουµε τον πίνακα Λ = [Λα
β]α,β=1,2,3,4 του γραµµικού µετασχηµατισµού       ℒ : ℳ → ℳ και της ορθοκανονικής βάσης {e1 , e2 , e3 , e4} ως 

Λ = ���
��/�� /��/�� /��

/��  /��/��  /��/�� /��/�� /��
/��  /��/�� /�� ���

�� 
 Παρατηρήστε ότι πρακτικά ο Λ είναι ο πίνακας του ℒ-1 ως προς τη βάση g|̂�, |̂�, |̂�, |̂�i. 
(Οι συνθήκες (1.2.5) ορίζουν ότι «οι στήλες του Λ είναι ορθογώνια µοναδιαία 

διανύσµατα», ενώ οι (1.2.6) δηλώνουν το ίδιο για τις γραµµές του Λ). 

 

�� Θεωρούµε τον πίνακα Λ του ℒ : ℳ → ℳ και της βάσης {e1 , e2 , e3 , e4} ως 

τον πίνακα µετασχηµατισµού συντεταγµένων µε τον συνήθη τρόπο. Συγκεκριµένα, 

αν το γεγονός x στο ℳ έχει συντεταγµένες ���, ��, ��, ��� ως προς τη βάση (e1, e2, 

e3, e4), τότε οι συντεταγµένες του ως προς τη βάση g|̂�, |̂�, |̂�, |̂�i µε |̂0 = ℒ(eα), είναι � ' ���|̂� + ���|̂� + ���|̂� + ���|̂� 

όπου                     ��. ' /0���, α = 1, 2, 3, 4.                                                   (1.2.7) 

 

��  Κάνοντας τις πράξεις µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι οι σχέσεις (1.2.5) (άρα 

και οι (1.2.6)) είναι ισοδύναµες µε την ισότητα: 

     ΛΤ η Λ = η                                    (1.2.8) 

(όπου Τ σηµαίνει ανάστροφος). 

 Παρατηρήστε ότι η (1.2.8) είναι η µία από τις συνθήκες που είδαµε στην 

εισαγωγή ότι πρέπει να ικανοποιούν οι γραµµικοί µετασχηµατισµοί που συνδέουν τις 

συντεταγµένες δύο παρατηρητών. 

 Γίνεται πλέον φανερό ότι ο Λ είναι ο πίνακας του γραµµικού 

µετασχηµατισµού που διατηρεί την τετραγωνική µορφή του ℳ. 

 Συγκεκριµένα, αν x – x0 είναι το διάνυσµα µετατόπισης µεταξύ δύο 

γεγονότων για το οποίο ;(x – x0) = 0, τότε                     �Δx1)2 + �Δx2�2 + �Δx3�2 – �Δx4�2 = 0                   και (����)� + (����)� + (����)� � (����)� = 0 

όπου ���0= Λα
β ∆xβ, από την (7). 

 Φυσικά οι δύο παρατηρητές που εποπτεύουν τις συντεταγµένες µε ή χωρίς 

καπέλο, συµφωνούν ότι το x0 και το x «συνδέονται µε µια ακτίνα φωτός», δηλαδή 

συµφωνούν στην ταχύτητα του φωτός. 
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�� Κάθε πίνακας 4x4 που ικανοποιεί την (1.2.8) λέγεται γενικός (οµογενής) 

µετασχηµατισµός Lorentz. Κάποιες φορές θα αναφερόµαστε και στον 

µετασχηµατισµό (1.2.7) µε το ίδιο όνοµα. 

 Εφ’ όσον οι ορθογώνιοι µετασχηµατισµοί του ℳ είναι ισοµορφισµοί και γι’ 

αυτό αντιστρέψιµοι, ο πίνακας Λ ενός τέτοιου ορθογώνιου µετασχηµατισµού πρέπει 

να είναι επίσης αντιστρέψιµος. Από την (1.2.8) βρίσκουµε ότι η ΛΤ·η·Λ = η  

συνεπάγεται την  ΛΤ η = η Λ-1  άρα  Λ-1 = η-1ΛΤ η και επειδή είναι η-1 = η παίρνουµε 

    Λ-1 = η ΛΤ η                                                    (1.2.9) 

 

 Το σύνολο όλων των γενικών (οµογενών) µετασχηµατισµών Lorentz 

σχηµατίζει µια οµάδα µε πράξη τον πολλαπλασιασµό πινάκων, δηλαδή είναι κλειστό 

ως προς τα γινόµενα και τους αντίστροφους πίνακες. Αυτή η οµάδα καλείται η 

γενική (οµογενής) οµάδα Lorentz και θα την συµβολίζουµε µε ℒGH. 

 

 Τα στοιχεία του πίνακα Λ-1, θα τα συµβολίζουµε µε Λα
β έτσι, ώστε από την 

(9) να είναι  

 

 

���
��/�� /��/�� /�� /�� /��/�� /��/�� /��/�� /�� /�� /��/�� /�����

�� = ���
�� /��   /��/��   /��

/��  �/��/��    �/��/�� /���/�� �/��
/��  �/���/�� /�� ���

��               (1.2.10) 

 

 Ισχύουν ακόµα οι σχέσεις: 

  Λα
β = ηαc η

βd Λc
d    ,   α, β = 1, 2, 3, 4                                       (1.2.11) 

και 

  Λα
β = ηαc ηβd Λc

d   ,    α,β = 1, 2, 3, 4                                         (1.2.12) 

 Επειδή ο Λ-1 ∊ ℒGH, όπως και ο Λ, θα πρέπει επιπλέον να ικανοποιεί συνθήκες 

ανάλογες µε τις (5) και (6): 

  Λα
c Λβ

d ηαβ = ηcd  ,  c, d = 1, 2, 3, 4                                            (1.2.13) 

και 

               Λα
c Λβ

d ηcd = ηαβ  ,  α, β = 1, 2, 3, 4                                           (1.2.14) 

και οι ανάλογες σχέσεις των (3) και (7) είναι  

                  |̂0= Λu
α eα     ,    α= 1, 2, 3, 4                                               (1.2.15) 

και  

  xβ = Λα
β ��.         ,    β = 1, 2, 3, 4                                              (1.2.16) 
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1.3 Η ομάδα Lorentz 

 Από τις σχέσεις (1.2.5) , για c = d = 4 παίρνουµε ότι Λα
4Λ

β
4ηαβ = –1, δηλαδή 

(Λ1
4)

2 + (Λ2
4)

2 + (Λ3
4)

2 – (Λ4
4)

2 = –1   ή  (Λ4
4)

2 = 1 + (Λ1
4)

2 + (Λ2
4)

2 + (Λ3
4)

2. Άρα 

ειδικότερα βρίσκουµε ότι  (Λ4
4)

2 > 1, συνεπώς 

    Λ4
4 > 1     ή    Λ4

4 < –1                                    (1.3.1) 

 

 Ένα στοιχείο Λ του ℒGH λέγεται ορθόχρονο (orthochronous) αν Λ4
4 > 1 και 

µη-ορθόχρονο (unorthochronous) αν Λ4
4 < –1. 

 

Θεώρηµα 5: Έστω v ένα χρονοειδές διάνυσµα και w ένα χρονοειδές ή µη µηδενικό 

φωτοειδές διάνυσµα. Επίσης {e1, e2, e3, e4} µια ορθοκανονική βάση του ℳ µε           

v = vα eα και w = wα eα, α = 1, 2, 3, 4. Τότε 

  ή     v4 w4 > 0    οπότε    g(v , w) < 0 

  ή     v4 w4 < 0    οπότε    g(v , w) > 0 

Απόδειξη: 

 Από την υπόθεση έχουµε ότι  

       g(v , v) = (v1)2 + (v2)2 + (v3)2 – (v4)2 < 0  και   (w1)2 + (w2)2 + (w3)2 – (w4)2 < 0 

άρα    

     (v4 w4)2 > [(v1)2 + (v2)2 + (v3)2][ (w1)2 + (w2)2 + (w3)2] > (v1 w1 + v2 w2 + v3 w3)2 

όπου χρησιµοποιήσαµε την ανισότητα Schwartz για τον ℜ3. 

 Έτσι βρίσκουµε ότι  | v4 w4| > | v1 w1 + v2 w2 + v3 w3|  και ειδικότερα, 

v4 w4 ≠ 0 και επιπλέον g(v , w) ≠ 0. 

 Ας είναι v4 w4 > 0, τότε  

  v4 w4 = |v4 w4| > | v1 w1 + v2 w2 + v3 w3| >  v1 w1 + v2 w2 + v3 w3   

και έτσι 

  v1 w1 + v2 w2 + v3 w3 – v4 w4  < 0      δηλαδή      g(v , w) < 0 

Από την άλλη, αν v4 w4  < 0, τότε θεωρώντας το –w, βρίσκουµε ότι g(v , -w) < 0 και 

λόγω γραµµικότητας  –g(v , w) < 0 άρα g(v , w) > 0. 

 

Πόρισµα 6: Αν ένα µη µηδενικό διάνυσµα στο ℳ είναι ορθογώνιο σε ένα χρονοειδές 

διάνυσµα, τότε πρέπει να είναι χωροειδές. 

 

�� Συµβολίζουµε µε τ τη συλλογή όλων των χρονοειδών διανυσµάτων στο ℳ και 

ορίζουµε µια σχέση ισοδυναµίας ~ στο τ ως εξής: 
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 Αν v και w ανήκουν στην τ, τότε v ~ w αν και µόνο αν g(v,w) < 0 (άρα τα v4, 

w4 έχουν το ίδιο πρόσηµο σε κάθε ορθοκανονική βάση από το θεώρηµα 5). 

 Επίσης η τ είναι η ένωση δύο ξένων µεταξύ τους υποσυνόλων τ+ και τ- µε την 

ιδιότητα δύο χρονοειδή διανύσµατα να είναι ισοδύναµα όταν και τα δύο ανήκουν είτε  

στο τ+ είτε στο τ- και να µην είναι ισοδύναµα όταν το ένα ανήκει στο τ+ και το άλλο 

στο τ-. (Ας πούµε αν ήταν τ+ όλα τα χρονοειδή διανύσµατα για τα οποία η τέταρτη 

συνιστώσα τους είναι θετική και τ- εκείνα στα οποία είναι αρνητική). 

 

 Θεωρούµε τα στοιχεία του τ+ (του τ- αντίστοιχα) να έχουν τον ίδιο χρονικό 

προσανατολισµό. Ειδικότερα, επιλέγουµε (αυθαίρετα) το τ+ και ονοµάζουµε τα 

στοιχεία του ως µελλοντικά κατευθυνόµενα (future directed) χρονοειδή διανύσµατα 

ενώ τα διανύσµατα του τ- τα ονοµάζουµε παρελθοντικά κατευθυνόµενα (past 

directed). 

 Για κάθε x0 στο ℳ ορίζουµε τον χρονικό κώνο CT(x0) , τον µελλοντικό 

χρονικό κώνο C��(x�) και τον παρελθοντικό χρονικό κώνο C��(x�) ως εξής: 

  CT(x0) = {x ∊ ℳ : ;(x – x0) < 0} 

  C��(x�) = {x ∊ ℳ : x – x0 ∊ τ+} = CT(x0) ⋂ τ+ 

  C��(x�) = {x ∊ ℳ : x – x0 ∊ τ-} = CT(x0) ⋂ τ- 

 Μπορούµε να φανταστούµε τον CT(x0) ως το εσωτερικό του µηδενικού κώνου 

CΝ(x0) και αυτός να είναι η ένωση των ξένων µεταξύ τους υποσυνόλων C��(x�) και C��(x�). Επίσης θα ακολουθήσουµε τη σύµβαση ότι οι εικόνες µας θα σχεδιάζονται 

πάντοτε µε µελλοντικά κατευθυνόµενα διανύσµατα που δείχνουν προς τα πάνω.  

  

 Θα επιθυµούσαµε να επεκτείνουµε την έννοια των παρελθοντικών και 

µελλοντικών διανυσµάτων και στα (µη µηδενικά) φωτοειδή διανύσµατα. 

Σχήμα 2 
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 Παρατηρούµε αρχικά ότι αν n είναι ένα φωτοειδές µη µηδενικό διάνυσµα, 

τότε το n·v έχει το ίδιο πρόσηµο για κάθε v στο τ+. Πράγµατι, ας υποθέσουµε ότι 

υπάρχουν διανύσµατα v και w στο τ+ µε n · v < 0 και n · w > 0. Θα είναι 

     | n · v| = n · w 

(αν όχι, αντικαθιστούµε το v µε το 
�·�|�·�| Y το οποίο ανήκει στο τ+ και ικανοποιεί την 

g(n ,  
�·�|�·�| Y) = 

�·�|�·�| g(n , v) = - n · w). 

 Άρα  n · v = - n · w    δηλαδή  n · v + n · w = 0  ή   n · (v + w) = 0.  

Όµως, v + w ∊ τ+ και ειδικότερα είναι ένα χρονοειδές και εποµένως δεν µπορεί (από 

το πόρισµα 6) να είναι ορθογώνιο µε το µη µηδενικό χρονοειδές n. 

 Ορίζουµε εποµένως, ένα µη µηδενικό φωτοειδές διάνυσµα n να ονοµάζεται 

µελλοντικά κατευθυνόµενο αν n · v < 0, για όλα τα v στο τ+ και αν n · v > 0, για όλα 

τα v στο τ+, παρελθοντικά κατευθυνόµενο. 

Παρατήρηση: ∆ύο µη µηδενικά φωτοειδή διανύσµατα  έχουν τον ίδιο χρονικό 

προσανατολισµό, αν και µόνο αν οι τέταρτες συντεταγµένες τους έχουν το ίδιο 

πρόσηµο σε σχέση µε οποιαδήποτε ορθοκανονική βάση του ℳ. 

 

 Για κάθε x0 στο ℳ, ορίζουµε τον µελλοντικό φωτοειδή κώνο στο x0 µε 

  C��(x�) = {x ∊ CN(x0) : x – x0 είναι µελλοντικά κατευθυνόµενο} 

και τον παρελθοντικό φωτοειδή κώνο στο x0 µε 

  C��(x�) = {x ∊ CN(x0) : x – x0 είναι παρελθοντικά κατευθυνόµενο} 

 Από φυσικής πλευράς, το γεγονός x βρίσκεται στον C��(x�), αν τα x0 και x 

αντίστοιχα µπορούν να θεωρηθούν ως η εκποµπή και η λήψη ενός φωτεινού 

σήµατος. Συνεπώς ο C��(x�) µπορεί να θεωρηθεί ως η ιστορία στον χωροχρόνο ενός 

σφαιρικού ηλεκτροµαγνητικού κύµατος, του οποίου η εκποµπή έγινε από το x0. 

 

�� Η δυσάρεστη φύση των µη-ορθόχρονων µετασχηµατισµών Lorentz είναι ότι 

πάντοτε αντιστρέφουν τον χρονικό προσανατολισµό (και µε τον τρόπο αυτό 

σχετίζονται µε πλαίσια αναφοράς στα οποία τα ρολόγια κινούνται προς τα πίσω). 

 

Θεώρηµα 7: Έστω Λ ένα στοιχείο της ℒGH και {e1, e2, e3, e4} µια ορθοκανονική 

βάση του ℳ. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα: 

 α) ο Λ είναι ορθόχρονος 

 β) ο Λ διατηρεί το χρονικό προσανατολισµό όλων των µη µηδενικών 

φωτοειδών διανυσµάτων 
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 γ) ο Λ διατηρεί το χρονικό προσανατολισµό όλων των χρονοειδών 

διανυσµάτων. 

 

 Εφόσον ένας ορθόχρονος µετασχηµατισµός δεν αντιστρέφει ποτέ τον χρονικό 

προσανατολισµό ενός διανύσµατος, µπορούµε να περιορίσουµε την προσοχή µας σε 

αυτούς, αγνοώντας τους µη-ορθόχρονους µετασχηµατισµούς. Επίσης µπορούµε να 

περιορίσουµε την ορθοκανονική βάση {e1, e2, e3, e4} του ℳ, ώστε το e4 να είναι 

µελλοντικά κατευθυνόµενο. 

 (Τώρα ίσως γίνεται φανερή και η δεύτερη ιδιότητα που πρέπει να ικανοποιεί ο 

µετασχηµατισµός στο θεώρηµα του Zeeman: Λ4
4 > 1). 

 

�� Υπάρχει ένας ακόµη περιορισµός που θα θέλαµε να επιβάλλουµε στους 

µετασχηµατισµούς Lorentz. Παρατηρούµε ότι αν πάρουµε τις ορίζουσες των δύο 

µελών της (1.2.8) έχουµε: 

   (detΛΤ)(detη)(detΛ) = detη 

και αφού detΛΤ = detΛ, παίρνουµε (detΛ)2 = 1 και εποµένως 

      detΛ = 1  ή     detΛ = -1                                      (1.3.2) 

 Θα λέµε ότι ένας µετασχηµατισµός Lorentz είναι κανονικός (proper) αν 

detΛ= 1 και µη κανονικός (improper) αν detΛ = -1. 

 Μπορούµε να δείξουµε ότι ένας ορθόχρονος µετασχηµατισµός Lorentz είναι 

µη κανονικός , αν και µόνο αν είναι της µορφής 

    4�1 0  0 1  0 00 00 00 0 1 00 15 Λ                                      (1.3.3) 

όπου Λ ένας κανονικός ορθόχρονος µετασχηµατισµός Lorentz. 

 Παρατηρούµε ότι ο πίνακας στα αριστερά της (1.3.3) είναι ένας  ορθόχρονος 

µετασχηµατισµός Lorentz και ως µετασχηµατισµός συντεταγµένων επιδρά 

αλλάζοντας το πρόσηµο της πρώτης χωρικής συντεταγµένης (δηλαδή αλλάζοντας τον 

προσανατολισµό από δεξιόστροφο σε αριστερόστροφο και αντίστροφα). Αφού δεν 

υπάρχει κάποιος ιδιαίτερος λόγος για τέτοιου είδους αλλαγές, θα επικεντρώσουµε 

την προσοχή µας στο σύνολο ℒ των κανονικών ορθόχρονων µετασχηµατισµών 

Lorentz. Με τον τρόπο αυτό θα περιορίσουµε περεταίρω τις ορθοκανονικές βάσεις 

του ℳ που µας ενδιαφέρουν επιλέγοντας έναν σταθερό χωρικό προσανατολισµό. 

Ειδικότερα, θα ορίσουµε µια αποδεκτή – αδρανειακή (admissible) βάση για το ℳ 

να είναι µια ορθοκανονική βάση {e1, e2, e3, e4}, µε το e4 να είναι χρονοειδές και 
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µελλοντικά προσανατολισµένο και {e1, e2, e3} να είναι χωροειδή και δεξιόστροφα, 

δηλαδή να ικανοποιούν την e1 x e2 · e3 = 1. 

 Μπορούµε πλέον να ταυτίσουµε την «αποδεκτή βάση» µε ένα «αποδεκτό 

πλαίσιο αναφοράς», δηλαδή µια «αδρανειακή βάση» µε ένα «αδρανειακό σύστηµα 

αναφοράς», όπως αυτό αναφέρθηκε στην εισαγωγή. 

 Κάθε δύο τέτοιες βάσεις (πλαίσια) συνδέονται µε έναν κανονικό, ορθόχρονο 

µετασχηµατισµό Lorentz. 

 

Πρόταση 8: Το σύνολο ℒ των κανονικών, ορθόχρονων µετασχηµατισµών Lorentz 

είναι µια υποοµάδα της ℒGH. 

 

 (Οι µη κανονικοί ορθόχρονοι µετασχηµατισµοί Lorentz δεν σχηµατίζουν 

υποοµάδα, αφού δεν περιέχουν τον ταυτοτικό µετασχηµατισµό και αυτός είναι ένας 

ακόµη λόγος  για τον οποίο αξίζει να περιορίσουµε τη µελέτη µας στος κανονικούς 

µετασχηµατισµούς). 

 

 Γενικά, θα αναφερόµαστε στην ℒ ως την οµάδα Lorentz και στα στοιχεία της 

ως µετασχηµατισµοί Lorentz συµφωνώντας ότι αυτοί θα είναι όλοι κανονικοί και 

ορθόχρονοι. Κατά περίπτωση είναι βολικό να επεκτείνουµε την οµάδα των 

µετασχηµατισµών συντεταγµένων ώστε να συµπεριλάβουµε χωροχρονικές 

µετατοπίσεις και µε τον τρόπο αυτό να πάρουµε την ονοµαζόµενη ανοµοιογενή 

οµάδα Lorentz ή οµάδα Poincare. 

 Από φυσικής άποψης, αυτό επιτρέπει στους αδρανειακούς παρατηρητές να 

χρησιµοποιούν διαφορετικές χωροχρονικές πηγές (αρχή των συντεταγµένων τους). 

 

�� Η οµάδα Lorentz ℒ έχει µια σηµαντική υποοµάδα ℛ που αποτελείται από τους 

µετασχηµατισµούς του τύπου 

R = 4 �d^�� 0000 0 0 15 

όπου [Ri
j] i,j=1,2,3 είναι ένας ορθογώνιος4 πίνακας µε ορίζουσα ίση µε 1. Παρατηρήστε 

ότι η συνθήκη ορθογωνιότητας (1.2.5) ικανοποιείται από τέτοιου είδους πίνακες και 

επιπλέον R4
4 = 1 και detR = 1 εποµένως R ∊ ℒ.  

                                                           
4
 Ένας πίνακας Α 3x3 λέγεται ορθογώνιος όταν Α

Τ
 Α = Α Α

Τ
 = Ι3 δηλαδή όταν Α

Τ
 = Α

-1
. 
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 Ο µετασχηµατισµός συντεταγµένων που σχετίζεται µε τον R αντιστοιχεί κατά 

φυσικό τρόπο µε µια στροφή των χωρικών αξόνων συντεταγµένων στο δεδοµένο 

σύστηµα αναφοράς. Γι αυτό το λόγο η ℛ καλείται η υποοµάδα στροφών της ℒ και 

τα στοιχεία της καλούνται στροφές στην ℒ. 

 

Λήµµα 9: Έστω Λ ένας κανονικός, ορθόχρονος µετασχηµατισµός Lorentz. Τότε τα 

ακόλουθα είναι ισοδύναµα: 

 α) ο Λ είναι µια στροφή 

 β) Λ1
4 = Λ2

4 = Λ3
4 = 0 

 γ) Λ4
1 = Λ4

2 = Λ4
3 = 0 

 δ) Λ4
4 = 1 

Απόδειξη: 

 Θέτοντας c = d = 4 στην (1.2.5) παίρνουµε 

  (Λ1
4)

2 + (Λ2
4)

2 + (Λ3
4)

2 – (Λ4
4)

2 = –1    (1.3.4) 

και όµοια, θέτοντας στην (1.2.6) α = β = 4 παίρνουµε 

  (Λ4
1)

2 + (Λ4
2)

2 + (Λ4
3)

2 – (Λ4
4)

2 = –1    (1.3.5) 

 Από την (1.3.4) προκύπτει προφανώς η ισοδυναµία των (β) και (δ) και από 

την (1.3.5) η ισοδυναµία των (γ) και (δ). Εποµένως, αν συµβαίνει ένα από τα (β), (γ) 

ή (δ) τότε συµβαίνουν και τα άλλα δύο. 

 Αν ο Λ είναι µια στροφή, τότε προφανώς συµβαίνουν (εξ ορισµού) τα άλλα 

τρία. Έστω ότι συµβαίνει κάποιο (άρα όλα) από τα (β), (γ), (δ). Θα δείξουµε ότι ο Λ 

είναι µια στροφή. Καταρχάς ο Λ είναι της µορφής Λ = � � ��� 1� , όπου ο πίνακας Χ 

είναι ένας 3x3 πίνακας και ο 0 είναι ο µηδενικός πίνακας στήλη 3x1. Αφού ο Λ είναι 

κανονικός πρέπει η ορίζουσά του να είναι ίση µε 1. Όµως detΛ = detX = 1, άρα ο 3x3 

υποπίνακας Χ έχει µοναδιαία ορίζουσα. Αρκεί να δείξουµε ότι ο Χ είναι και 

ορθογώνιος. Όµως γνωρίζουµε ότι Λ-1 = η ΛΤ η και ΛΤ = ��� ��� 1� (απλά 

χρησιµοποιώντας τον ορισµό του ανάστροφου ενός πίνακα). Είναι 

  η Λ η = � �� ��� �1� ��� ��� 1� � �� ��� �1� = ��� ��� 1�  
άρα Λ-1 = ΛΤ. 

 

Πρόταση 10: Η ℛ είναι υποοµάδα της ℒ. 

Απόδειξη: Αν Λ, Μ ∊ ℛ, τότε ο Χ = Λ · Μ ∊ ℛ, αφού Χ4
4 = Λ4

α Μ
α
4 = Λ4

4 Μ
4
4 = 1. 

Επίσης για τον Λ-1 = ΛΤ , ισχύει ότι Λ4
4 =1. Εποµένως η ℛ είναι κλειστή ως προς τον 
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πολλαπλασιασµό πινάκων και ως προς την αντιστροφή πινάκων, εποµένως είναι 

υποοµάδα της ℒ. 

 

Παρατήρηση: Έστω Λ ∊ ℒ και R ∊ ℛ. Τότε 

  – ο πίνακας RΛ έχει την ίδια τέταρτη γραµµή µε τον Λ,   και 

  – ο πίνακας ΛR έχει την ίδια τέταρτη στήλη µε τον Λ 

Πράγµατι 

 �d� ��� 1� �/^� �� 1� =  �d�/^� d��� 1 �   και   �/^� �� 1� �d� ��� 1� =  �/^�d� ��d� 1� 
όπου Σ 3x1 πίνακας στήλη και Γ 1x3 πίνακας γραµµή όπως προκύπτουν από τον Λ. 

 

�� Σε κάθε µετασχηµατισµό Lorentz υπάρχουν 16 άγνωστες ποσότητες (όσα και τα 

στοιχεία του πίνακα Λ) αν και δεν είναι όλα ανεξάρτητα µεταξύ τους. Θα 

προσπαθήσουµε να δώσουµε κάποιες απλές φυσικές ερµηνείες για κάποιες από αυτές 

τις παραµέτρους. 

 Ας θεωρήσουµε δύο αδρανειακές βάσεις {e1, e2, e3, e4} και {e΄1, é 2, é 3, é 4} 

και τα αντίστοιχα αδρανειακά συστήµατα αναφοράς S και Ś . Κάθε δύο γεγονότα 

στην κοσµική γραµµή ενός σηµείου που µπορούµε να θεωρήσουµε ότι παραµένει 

ακίνητο στο Ś  έχουν συντεταγµένες στο Ś  που ικανοποιούν τις σχέσεις 

    ∆x΄1 = ∆x΄2 = ∆x΄3 = 0  

ενώ η ∆x΄4 δίνει τη χρονική διαφορά των δύο γεγονότων όπως αυτή µετριέται στο Ś . 

 Από την (1.2.16) βρίσκουµε ότι οι αντίστοιχες συντεταγµένες στο S είναι 

    ∆xβ = Λα
β ∆x΄α = Λ4

β∆x΄4                                    (1.3.6)   

 Από την τελευταία και το γεγονός ότι τα Λ4
4 και Λ4

4 δεν είναι ίσα µε µηδέν 

προκύπτει ότι οι λόγοι ��^��� = /�^/�� =  � /�^/��           ,        ' 1, 2, 3 

είναι σταθεροί και ανεξάρτητοι από το συγκεκριµένο σηµείο του Ś  που επιλέξαµε να 

θεωρήσουµε ως ακίνητο. 

 Από φυσικής πλευράς, αυτοί οι λόγοι ερµηνεύονται ως οι συνιστώσες της 

συνήθους 3-διάστατης σχετικής ταχύτητας του Ś  ως προς το S. 

           ¡¢£ = ¡^|^     όπου  ui = 
¤¥¦¤¥¥ = � ¤¥¦¤¥¥  για i = 1, 2, 3                (1.3.7) 

 Όµοια, η ταχύτητα του S ως προς το Ś  είναι 
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       ¡΄¢¢¢£ = ¡΄^|΄^   όπου  ú i =  ¤¦¥¤¥¥ = � ¤¦¥¤¥¥  για i = 1, 2, 3                (1.3.8) 

 Στη συνέχεια παρατηρούµε ότι 

Z ¨��^���©��
^_� = (/��)�� · Z(/�^)��

^_� = (/��)���(/��)� � 1� = 1 � (/��)�� 

και όµοια 

Z ¨��΄^��΄�©��
^_� = (/��)���(/��)� � 1� = 1 � (/��)�� 

 Ερµηνεύουµε αυτές τις ισότητες ως επιβεβαίωση του γεγονότος ότι η 

ταχύτητα του Ś  ως προς το S και του S ως προς το Ś  έχουν το ίδιο σταθερό µέγεθος, 

το οποίο θα συµβολίζουµε µε β. Έτσι  β2 = 1 – (Λ4
4)

-2 και ειδικότερα 0 < β < 1, όπου 

β = 0 αν και µόνο αν ο Λ είναι µια στροφή. (Σε αυτή την περίπτωση το σηµείο θα 

παραµένει ακίνητο και στα δύο συστήµατα αναφοράς) 

 Λύνοντας ως προς Λ4
4 και παίρνοντας τη θετική τετραγωνική ρίζα (αφού ο Λ 

είναι ορθόχρονος), παίρνουµε 

/�� = 1ª(1 � «�) (=  /��)                                            (1.3.9)      
 Η ποσότητα αυτή εµφανίζεται συχνά και συνήθως συµβολίζεται µε γ. 

 

 Θεωρώντας ότι ο Λ δεν είναι µια στροφή, µπορούµε να γράψουµε την ¡¢£ ως 

εξής: 

¡¢£ = «£ = «(�|� + �|� + �|�) ,     ό	®¯  ^ = ¡^«                (1.3.10�      
όπου £ είναι το διάνυσµα κατεύθυνσης του Ś  σε σχέση µε το S και τα di είναι τα 

συνηµίτονα κατεύθυνσης του προσανατολισµένου ευθύγραµµου τµήµατος Σ κατά 

την οποία ο παρατηρητής στο S βλέπει το Σ΄ να κινείται. 

 Παρόµοια 

¡΄¢¢¢£ ' «΄¢¢¢£ ' «�΄�|΄� + ΄�|΄� + ΄�|΄�� ,     ό	®¯  ΄^ = ¡΄^«            (1.3.11) 

 Τα di είναι οι συνιστώσες της κανονικοποιηµένης προβολής του é 4 πάνω 

στον υπόχωρο που παράγουν τα {e1 , e2, e3} δηλαδή 

^ = °Z(|΄� · |�)��
�_� ±��� (|΄� · |^) ,   = 1, 2, 3                               (1.3.12) 
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και όµοια 

΄^ = °Z(|� · | �́)��
�_� ±��� (|� · |΄^) ,   = 1, 2, 3                               (1.3.13) 

 Εποµένως, προκύπτει ότι   é 4 = γ (β £ + e4)  και  e4 = γ (β ΄¢¢¢£ + é 4) και από 

αυτές ότι é 4  e4 = e4  é 4 = –γ. 

 

 Συγκρίνοντας την (1.3.7) και την (1.3.10) και χρησιµοποιώντας την (1.3.9) 

παίρνουµε ότι: 

   Λ4
i = - Λ4

i = β γ di    ,   i = 1, 2, 3                          (1.3.14)  

και όµοια  Λi
4 = - Λi

4 = β γ d́ i   ,   i = 1, 2, 3                          (1.3.15) 

 Οι εξισώσεις 1.3.9, 1.3.14 και 1.3.15 µας δίνουν την τελευταία γραµµή και 

την τελευταία στήλη του Λ. Πράγµατι, από την (1.2.7) παίρνουµε ότι 

  ∆x΄4 = –βγ (d1 ∆x1 + d2 ∆x2 + d3 ∆x3) + γ ∆x4                 (1.3.16) 

για οποιαδήποτε δύο γεγονότα. 

 Αν θεωρήσουµε την ειδική περίπτωση δύο γεγονότων στην κοσµική γραµµή 

ενός ακίνητου σηµείου στην S, τότε ∆x1 = ∆x2 = ∆x3 = 0, άρα η (1.3.16) γίνεται 

       ∆x΄4 = γ ∆x4                    (1.3.17) 

 Ειδικότερα, ∆x΄4 = ∆x4 αν και µόνο αν ο Λ είναι µια στροφή. 

 Εποµένως, κάθε σχετική κίνηση των S και Ś  οδηγεί σε µια διαστολή του 

χρόνου σύµφωνα µε την οποία ∆x΄4 > ∆x4 και εφόσον τα δύο γεγονότα µπορούν να 

ερµηνευθούν ως δύο αναγνώσεις του ακίνητου ρολογιού στο S, ένας παρατηρητής 

στο Ś  θα συµπεράνει ότι τα ρολόγια στο S θα προχωρούν πιο αργά, παρόλο που εξ 

υποθέσεως τα ρολόγια είναι πανοµοιότυπα. 

 Όπως εύκολα µπορούµε να δούµε, το φαινόµενο της διαστολής του χρόνου 

είναι συµµετρικό, δηλαδή, αν θεωρήσουµε δύο γεγονότα µε ∆x΄1 = ∆x΄2 = ∆x΄3 = 0, 

τότε ισχύει ότι ∆x4 = γ ∆x΄4.  

 Θα επιστρέψουµε στο φαινόµενο αυτό αργότερα µε µεγαλύτερη λεπτοµέρεια, 

όταν θα έχουµε εισάγει µια γεωµετρική δοµή για να µπορούµε να το 

αναπαραστήσουµε. Όµως πρέπει να διαβεβαιώσουµε ότι δεν υπάρχει καµία απάτη ή 

ψευδαίσθηση. Είναι αρκετά αληθινό φαινόµενο και εµφανίζεται από µόνο του σε 

παρατηρήσιµα φαινόµενα. Κάτι τέτοιο εµφανίζεται στη µελέτη των κοσµικών 

ακτίνων («βροχή» από διαφόρων τύπων στοιχειώδη σωµάτια από το διάστηµα που 

συγκρούονται µε τη Γη). Συγκεκριµένοι τύποι µεσονίων που βρίσκονται στην 
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κοσµική ακτινοβολία, έχουν τόσο µικρή διάρκεια ζωής όταν δηµιουργούνται στο 

εργαστήριο (δηλαδή όταν είναι ακίνητα) που ακόµα και αν µπορούσαν να 

ταξιδέψουν µε την ταχύτητα του φωτός (που δεν µπορούν), ο χρόνος που θα 

χρειάζονταν για να διασχίσουν την ατµόσφαιρα της Γης θα ήταν σχεδόν δεκαπλάσιος 

από το συνήθη χρόνο ζωής τους. Όµως τη διασχίζουν! Η διαστολή του χρόνου, κατά 

µία έννοια, τα «κρατάει νέα». Το νόηµα του χρόνου για ένα µεσόνιο δεν είναι το ίδιο 

µε το δικό µας. Αυτό που για ένα σωµάτιο µοιάζει µε µια φυσιολογική διάρκεια 

ζωής, για µας φαντάζει πολύ περισσότερο. Πρέπει να έχουµε στο µυαλό µας επίσης 

ότι είµαστε αρκετά ασαφείς σχετικά µε το τι σηµαίνει ο όρος «ρολόι». Πρακτικά, 

κάθε φαινόµενο που εµπλέκει παρατηρήσιµες αλλαγές (το κοίταγµα ενός ρολογιού 

χειρός, οι ταλαντώσεις ενός ατόµου, η ζωή ενός µεσονίου ή ενός ανθρώπου) είναι 

ένα «ρολόι» και εποµένως είναι ευάλωτο στην επίδραση του φαινοµένου της 

διαστολής του χρόνου. Βέβαια η επίδραση θα είναι ασήµαντα µικρή, εκτός αν το β 

πλησιάσει αρκετά το 1 (την ταχύτητα του φωτός). Από την άλλη µεριά, καθώς το β 

τείνει να γίνει 1, η (1.3.17) δείχνει ότι ∆x΄4 → ∞, δηλαδή καθώς η ταχύτητα 

προσεγγίζει την ταχύτητα του φωτός η επίδραση γίνεται άπειρα µεγάλη. 

 

 Άλλη µια ειδική περίπτωση της (1.3.16) έχει ενδιαφέρον. Ας υποθέσουµε ότι 

δύο γεγονότα συµβαίνουν ταυτόχρονα στο S, δηλαδή ∆x4 = 0. Τότε 

  ∆x΄4 = –βγ (d1 ∆x1 + d2 ∆x2 + d3 ∆x3)           (1.3.18) 

Θεωρώντας επιπλέον ότι β ≠ 0, βρίσκουµε ότι γενικά το ∆x΄4 δεν είναι µηδέν, δηλαδή 

τα δύο γεγονότα δεν συµβαίνουν ταυτόχρονα για τον παρατηρητή στο Ś ! Πράγµατι, 

θα είναι ταυτόχρονα τα δύο γεγονότα και στο Ś  µόνο αν ισχύει για τις χωρικές 

συντεταγµένες τους στο S ότι: 

   d1 ∆x1 + d2 ∆x2 + d3 ∆x3 = 0                                 (1.3.19) 

(δηλαδή είτε το διάνυσµα µετατόπισης µεταξύ των δύο τοποθεσιών είναι µηδενικό 

είτε είναι κάθετο στην κίνηση του Σ΄ µέσα στο Σ). 

 Σε άλλη περίπτωση τα δύο γεγονότα δεν είναι ταυτόχρονα στο Ś  και έτσι 

εµφανίζεται αυτό που ονοµάζεται σχετικότητα του ταυτόχρονου. 

 Προφανώς, αυτή η ασυµφωνία συµβαίνει µόνο για ταυτόχρονα γεγονότα σε 

διαφορετικά χωρικά σηµεία. Αν δύο γεγονότα συµβαίνουν ταυτόχρονα στο ίδιο 

χωρικό σηµείο, τότε το διάνυσµα µετατόπισης είναι µηδενικό και εποµένως δεν 

παρατηρείται καµία διαφορά στα δύο συστήµατα. 
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 Θα ήταν χρήσιµο σε αυτό το σηµείο, να αποµονώσουµε µια συγκεκριµένη 

υποοµάδα της οµάδας Lorentz ℒ, η οποία περιέχει όλες τις ενδιαφέρουσες από 

φυσικής άποψης πληροφορίες για τους µετασχηµατισµούς Lorentz, αλλά έχοντας 

βάλει στην άκρη αρκετές ασήµαντες λεπτοµέρειες. Θα το κάνουµε αυτό µε τον 

προφανή τρόπο να θεωρήσουµε ότι οι χωρικοί άξονες του S και του Ś  έχουν έναν 

απλό συγκεκριµένο σχετικό προσανατολισµό. Ειδικότερα, θα θεωρήσουµε την ειδική 

περίπτωση όπου τα κατευθυνόµενα συνηµίτονα δίνονται από τις τιµές d1 = 1, d́1 =–1, 

ενώ d2 = d́ 2 = d3 = d́ 3 = 0. Έτσι, τα διανύσµατα κατεύθυνσης είναι τα e1 και é 1. 

Φυσικά αυτό σηµαίνει ότι ο παρατηρητής στο S βλέπει το Ś  να κινείται στην 

κατεύθυνση του θετικού ηµιάξονα της πρώτης συντεταγµένης και ο παρατηρητής στο 

Ś  βλέπει το σύστηµα S να κινείται κατά µήκος του αρνητικού ηµιάξονα της πρώτης 

συντεταγµένης του. Αφού οι πηγές των χωρικών συντεταγµένων των δύο 

συστηµάτων ταυτίζονται όταν x4 = x΄4 = 0, απεικονίζουµε την κίνηση των δύο αυτών 

συστηµάτων σαν να γίνονται κατά µήκος των κοινών τους πρώτων αξόνων. Τώρα, 

από τις (1.3.9), (1.3.14) και (1.3.15) βρίσκουµε ότι ο πίνακας µετασχηµατισµού Λ 

πρέπει να έχει τη µορφή 

Λ = 

��
�� /�� /��/�� /��

/�� �«²/��  0/�� /���«² 0 /��  00 ² ��
�� 

 Μάλιστα από τις συνθήκες ορθογωνιότητας (1.2.5) και (1.2.6) βρίσκουµε ότι 

ο Λ πρέπει τελικά να πάρει τη µορφή 

          Λ = ���
� ² 00 /��

0 �«²/��  00 /���«² 0 /��  00 ² ���
�
                           (1.3.20) 

όπου ο υποπίνακας [Λi
j] i,j=2,3 είναι ένας 2x2 πίνακας ορθογώνιος και µε ορίζουσα ίση 

µε 1, δηλαδή είναι ένας πίνακας στροφής στο επίπεδο ℜ2. 

 

 Για να ανακαλύψουµε τις διαφορές µεταξύ αυτών των στοιχείων του ℒ, θα 

θεωρήσουµε την απλούστερη δυνατή επιλογή για τον 2x2 υποπίνακα, δηλαδή τον 

ταυτοτικό. Ο αντίστοιχος µετασχηµατισµός Lorentz είναι ο 

  Λ = ³     ²    0     0     1      0 �«²     0 0     0    0�«²    0 1    00     ² ´                              (1.3.21) 

και οι αντίστοιχες σχέσεις για τον µετασχηµατισµό συντεταγµένων είναι 
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   x΄1 = γ x1 – βγ x4 

   x΄2 = x2 

   x΄3 = x3    (1.3.22) 

   x΄4 = -βγx1 + γ x4 

 Από τις σχέσεις αυτές φαίνεται ξεκάθαρα ποια είναι η φυσική σχέση µεταξύ 

των δύο συστηµάτων. Οι x1– και x΄1– άξονες είναι παράλληλοι µεταξύ τους και το Ś  

κινείται ως προς το S κατά τη διεύθυνση αυτών των αξόνων (όπως φαίνεται στο 

σχήµα 3). 

 Πλαίσια αναφοράς µε χωρικούς άξονες που σχετίζονται όπως φαίνεται στο 

σχήµα λέµε ότι βρίσκονται σε τυποποιηµένο σχηµατισµό (standard configuration). 

  Τώρα γίνεται φανερό ότι κάθε µετασχηµατισµός Lorentz του τύπου (1.3.20) 

αντιστοιχεί σε µια φυσική κατάσταση όπου οι άξονες x΄2 και x΄3 του Ś  είναι 

στραµµένοι στο επίπεδο που αυτοί ορίζουν από τη θέση στην οποία βρίσκονται στο 

σχήµα 3.  

 Από την (1.2.10) ο αντίστροφος κάθε µετασχηµατισµού Lorentz, που ορίζεται 

από την (1.3.21) είναι 

   Λ-1 = ³      ²  0   0  1      0 «²     0 0     0    0     «²    0      1    0     0     ²´                              (1.3.23) 

 και οι σχέσεις για τον µετασχηµατισµό συντεταγµένων είναι 

   x1 = γ x΄1 + βγ x΄4 

   x2 = x΄2 

   x3 = x΄3             (1.3.24) 

   x4 = βγ x΄1 + γ x΄4 

Σχήμα 3 
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 Κάθε µετασχηµατισµός Lorentz αυτού του τύπου ονοµάζεται ειδικός 

(special) µετασχηµατισµός Lorentz. Αφού οι Λ και Λ-1 διαφέρουν µόνο κατά το 

πρόσηµο των στοιχείων στις θέσεις (1,4) και (4,1) είναι σύνηθες, όταν µελετάµε τους 

ειδικούς µετασχηµατισµούς Lorentz, να θεωρούµε ότι -1 < β < 1. Επιλέγοντας β > 0, 

όταν Λ1
4 < 0  και β < 0 όταν Λ1

4 > 0, όλοι οι ειδικοί µετασχηµατισµοί µπορούν να 

γραφούν στη µορφή (1.3.21) και σκοπεύουµε να ακολουθήσουµε αυτή τη σύµβαση. 

 

 Για κάθε πραγµατικό αριθµό β µε –1< β < 1, ορίζουµε το γ = γ(β) = (1 – β2)-1/2 

και     

   Λ(β) = ³     ²    0     0     1      0 �«²     0 0     0    0�«²    0 1    00     ² ´ 

 Ο πίνακας Λ(β) ονοµάζεται πίνακας προώθησης (boost) κατά την               

x1–διεύθυνση.  

 Οι µετασχηµατισµοί προώθησης µπορεί να είναι ως προς κάποιον άλλο 

χωρικό άξονα. Έτσι προκύπτουν οι πίνακες: 

Λ2(β) = ³    ²          0 0       1      0       0     0    �«² 0      00   �«² 1       00        ² ´ ,    Λ3(β) = ³ ² 00 1         0           0            0          0   0  00  0 1   �«²�«²     ² ´ 

της προώθησης κατά τον x2 – άξονα και κατά τον x3 – άξονα αντίστοιχα. 

 Για τον Λ(β) ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες: 

 1) Λ(0) = Ι4 (ο ταυτοτικός 4x4 πίνακας) 

 2) Λ(β) Λ(-β) = Ι4  ,    άρα Λ-1(β) = Λ(-β) 

 3) Λ(β1) Λ(β2) = Λµ �¶������¶��· 

 Η τελευταία ιδιότητα έχει µια ενδιαφέρουσα ερµηνεία: Αν θεωρήσουµε τρία 

συστήµατα αναφοράς S, Ś και Ś ΄ και η ταχύτητα του Ś  ως προς το S είναι β1, ενώ 

η ταχύτητα του Ś ΄ ως προς το Ś  είναι β2, τότε η ταχύτητα του Ś ΄ ως προς το S δεν 

είναι η β1 + β2 όπως κάποιος λανθασµένα θα περίµενε, αλλά η 
�¶������¶��. (Εννοείται ότι 

οι δύο προωθήσεις πρέπει να γίνονται κατά την ίδια διεύθυνση). 

 Επειδή οι ταχύτητες δεν έχουν την προσθετική ιδιότητα είναι συχνά 

προτιµότερο να µετράµε τις ταχύτητες µε µια άλλη παράµετρο ταχύτητας θ (rapidity) 

που να είναι προσθετική. Κάτι ανάλογο συναντάµε και στην επίπεδη Γεωµετρία, 

όταν προσπαθούµε να περιγράψουµε τον σχετικό προσανατολισµό δύο Καρτεσιανών 
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συστηµάτων αναφοράς χρησιµοποιώντας γωνίες (που λειτουργούν προσθετικά) ή 

κλίσεις (που δεν είναι προσθετικές). Από τη σχέση που ζητάµε να ισχύει 

¸(¹� +  ¹�) =  ¸(¹�) +  ¸(¹�)1 + ¸(¹�) ¸(¹�) 

η ιδανικότερη περίπτωση είναι η υπερβολική εφαπτοµένη 

β = tanhθ   ή    θ = tanh-1β 

Η υπερβολική µορφή του ειδικού µετασχηµατισµού Lorentz Λ(β) είναι η 

L(θ) = 4º»¼½¹ 0 0 1  0 �¼ ¾½¹ 0 00  0¼ ¾½¹  0 1  00 º»¼½¹ 5 

 Νωρίτερα προτείναµε ότι όλες οι φυσικώς ενδιαφέρουσες συµπεριφορές των 

κανονικών, ορθόχρονων µετασχηµατισµών Lorentz εκφράζονται µε τους ειδικούς 

µετασχηµατισµούς. Πράγµατι, όπως µπορούµε να διαπιστώσουµε, κάθε στοιχείο του ℒ διαφέρει από κάποιο L(θ) µόνο το πολύ δύο στροφές. 

 

Θεώρηµα 11: Έστω Λ ένας κανονικός ορθόχρονος µετασχηµατισµός Lorentz. Τότε 

υπάρχει ένας πραγµατικός αριθµός θ και δύο στροφές R1, R2  ∊  ℛ ώστε 

Λ = R1 L(θ) R2 

 Η φυσική σηµασία του θεωρήµατος αυτού είναι περίπου η εξής: Ο 

µετασχηµατισµός Lorentz από το S στο Ś  µπορεί να πραγµατοποιηθεί 

 1) στρέφοντας τους άξονες του S έτσι, ώστε ο x1 – άξονας να ταυτιστεί µε τη 

γραµµή κατά µήκος της οποίας λαµβάνει χώρα η σχετική κίνηση του Σ΄ ως προς το Σ 

(ο θετικός ηµιάξονας θα ταυτίζεται µε την κατεύθυνση της κίνησης του Σ΄ ως προς το 

Σ), 

 2) προωθώντας (“boosting”) το σύστηµα σε ένα άλλο πλαίσιο αναφοράς, του 

οποίου οι χωρικοί άξονες είναι παράλληλοι προς τους στραµµένους άξονες του S και 

σε ηρεµία σε σχέση µε το Ś . 

 3) στρέφοντας µια ακόµη φορά αυτούς τους χωρικούς άξονες µέχρι να 

ταυτιστούν µε αυτούς του Ś . 

 Σε αρκετές στοιχειώδεις καταστάσεις, το κοµµάτι των περιστροφών είναι 

ασήµαντο και αρκεί να επικεντρώσει κανείς την προσοχή του στους ειδικούς 

µετασχηµατισµούς Lorentz. 

 

�� Οι ειδικοί µετασχηµατισµοί Lorentz (1.3.22) και (1.3.24) αντιστοιχούν σε µια 

φυσική κατάσταση κατά την οποία δύο από τις τρεις χωρικές συντεταγµένες είναι 
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ίδιες και στα δύο συστήµατα αναφοράς. Συµπιέζοντας αυτές τις δύο συντεταγµένες 

είναι δυνατόν να πάρουµε µια απλή και εκπληκτικά χρήσιµη δισδιάστατη γεωµετρική 

αναπαράσταση του ℳ και της επίδρασης ενός µετασχηµατισµού Lorentz. 

 Θα ξεκινήσουµε σχεδιάζοντας δύο κάθετους άξονες στο επίπεδο που θα τους 

ονοµάσουµε «x1» και «x4». Πρέπει όµως να προσέξουµε ότι αυτή η καθετότητα δεν 

έχει καµιά φυσική σηµασία. Είναι θέµα σύµβασης και δεν έχει καµία σχέση µε την 

καθετότητα στο ℳ. Κάθε γεγονός έχει τότε συντεταγµένες σε σχέση µε τα e1 και e4, 

που µπορεί να αναπαραστήσει κανείς φέροντας τις παράλληλες στον αντίθετο άξονα 

(όπως στον κανόνα του παραλληλογράµµου). 

 Ο ���- άξονας θα ταυτίζεται µε το σύνολο όλων των γεγονότων µε ��� = 0, 

δηλαδή µε x1 = β x4 και όµοια ο ���- άξονας θα είναι το σύνολο των σηµείων όπου ��� ' 0, δηλαδή µε x4 = β x1.  

  Στο σχήµα 4 έχουµε σχεδιάσει αυτούς τους άξονες στο ίδιο σχήµα µαζί µε 

έναν κλάδο καθεµιά από τις υπερβολές (x1)2 – (x4)2 = 1 και (x1)2 – (x4)2 = -1. Αφού οι 

µετασχηµατισµοί (1.3.22) αφήνουν αµετάβλητη την τετραγωνική µορφή στο ℳ και 

αφού ��� = x2  και  ��� = x3, έπεται ότι οι υπερβολές (x1)2 – (x4)2 = 1, (x1)2 – (x4)2 = -1 

και οι ������ � ������ ' 1, ������ � ������ ' �1 αντίστοιχα ταυτίζονται. Από αυτό 

είναι φανερό ότι απεικονίζοντας τους άξονες ��� και ��� µαζί µε τους άλλους δύο 

έχουµε παραµορφώσει κάπως την εικόνα τους. Το σηµείο τοµής της υπερβολής     

(x1)2 – (x4)2 = 1 µε τον ��� - άξονα πρέπει να έχει συντεταγµένες στο ¿À (1 , 0). Αυτό  

 

καθιστά αναγκαία µια αλλαγή κλίµακας σε αυτούς τους άξονες. Για να καθορίσουµε 

ακριβώς πως πρέπει να γίνει αυτή η αλλαγή στον ��� - άξονα πρέπει να 

παρατηρήσουµε ότι η µονάδα µήκους πρέπει να αναπαριστά την Ευκλείδεια 

Σχήμα 4 
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απόσταση στην εικόνα της πηγής από το σηµείο (���, ���) = (1,0�. Αυτό το σηµείο 

έχει συντεταγµένες στο S, (x1 , x4) = (γ , βγ) (από την 1.3.24) και η Ευκλείδεια 

απόσταση από αυτό το σηµείο µέχρι την αρχή είναι γ (1 + β2)1/2. Με παρόµοια 

επιχειρήµατα δείχνουµε ότι και ο ��� – άξονας πρέπει να αριθµηθεί χρησιµοποιώντας 

το Ευκλείδειο µήκος γ (1 + β2)1/2. 

 Μπορούµε να δείξουµε ότι οι υπερβολές (x1)2 – (x4)2 = + k2 , (k > 0), τέµνουν 

τους  ��� �, ��� � άξονες σε απόσταση k γ (1 + β2)1/2, από την αρχή. Με τον τρόπο 

αυτό καθορίζουµε τη µονάδα στους άξονες όπως φαίνεται στο σχήµα 5. 

 

 Αυτή η προσαρµογή των αξόνων µας επιτρέπει να καθορίζουµε γεωµετρικά 

τη θέση κάθε γεγονότος στο ¿À απλώς φέροντας παράλληλες προς τον αντίθετο άξονα, 

όπως και στο S. Έτσι, οι διακεκοµµένες γραµµές στο σχήµα 5, που είναι παράλληλες 

προς τους ��� �   Á�Â   ��� � άξονες και διέρχονται από τα σηµεία ����, ���� ' �0 , 1� 

και ����, ���� ' �1 ,0� είναι οι ευθείες ��� = 1  και  ��� = 1 αντίστοιχα. Μάλιστα, κάθε 

ευθεία ��� = k τέµνει την υπερβολή (x1)2 – (x4)2 = –k2 µόνο στο σηµείο ����, ���� '�0 , 1� , όπου και είναι η εφαπτοµένη της. Όµοια και οι ��� = k εφάπτεται στην 

υπερβολή (x1)2 – (x4)2 = k2 στο σηµείο ����, ���� ' �1, 0�, και αυτό είναι το µοναδικό 

κοινό σηµείο τους. 

 Τα διαγράµµατα αυτά, που ονοµάζονται διαγράµµατα Minkowski , είναι 

πολύ χρήσιµα στη µελέτη κινήσεων στην ειδική σχετικότητα. Στο δεύτερο µέρος θα 

δούµε µερικά πολύ ενδιαφέροντα παραδείγµατα. 

 

 

 

Σχήμα 5 

- (x4)2 = 1 
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1.4 Χρονοειδή διανύσματα και καμπύλες 

 Ας µελετήσουµε τώρα κάπως πιο διεξοδικά ένα ζευγάρι γεγονότων x0 και x 

για τα οποία το x – x0 είναι χρονοειδές, δηλαδή ; (x – x0) < 0. Σε σχέση µε µια 

αδρανειακή βάση {e1, e2, e3, e4} έχουµε ότι: 

(∆x1)2 + (∆x2)2 +(∆x3)2 < (∆x4)2 

και εποµένως ξεκάθαρα είναι ∆x4 ≠ 0. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, µπορούµε να 

θεωρήσουµε ότι ∆x4 > 0 δηλαδή ότι το x – x0 είναι µελλοντοκατευθυνόµενο. Έτσι 

παίρνουµε το πηλίκο �(���)�+(���)� + (���)��� �Ã��� o 1 

 Από φυσικής άποψης, εκείνο που λέµε είναι ότι αν κάποιος επρόκειτο να 

ταξιδέψει µε ταχύτητα 
�(Äe¶)��(Äe�)��(ÄeÅ)��¶ �ÃÄe¥   ως προς το S (που αντιστοιχεί στη 

βάση {e1, e2, e3, e4}) κατά µήκος της γραµµής Σ από το (x0
1, x0

2, x0
3) στο (x1 , x2 , x3) 

και αν αυτός ο κάποιος ήταν παρών στο x0, τότε θα µπορούσε να βιώσει και το 

γεγονός x (θα «προλάβαινε» να είναι παρών και στα δύο γεγονότα). Υπάρχει δηλαδή 

ένα αδρανειακό σύστηµα αναφοράς ¿À, στο οποίο τα x0 και x συµβαίνουν στο ίδιο 

χωρικό σηµείο, το ένα µετά το άλλο. Ειδικότερα, αποδεικνύεται ότι αν κάποιος 

επιλέξει β = 
�(Äe¶)��(Äe�)��(ÄeÅ)��¶ �ÃÄe¥   και τα d1 , d2, d3 είναι τα συνηµίτονα 

διεύθυνσης στο Σ του ευθύγραµµου τµήµατος από το (x0
1, x0

2, x0
3) στο (x1 , x2 , x3), 

τότε η βάση g|̂�, |̂�, |̂�, |̂�i του ℳ που προκύπτει από την {e1, e2, e3, e4} µέσω ενός 

οποιουδήποτε µετασχηµατισµού Lorentz του οποίου η τέταρτη γραµµή είναι  

Λ4
i = � �ÆÇ¦  , για i =1, 2, 3      και      Λ4

4 = γ 

έχει την ιδιότητα ���� =  ���� = ���� = 0. 

Παρατήρηση: Θα υπάρχουν γενικά αρκετοί µετασχηµατισµοί Lorentz µε αυτή την 

τέταρτη γραµµή. Ορίζοντας τα υπόλοιπα στοιχεία µε Λi
4 = -β γ di, για i = 1, 2, 3 και 

Λi
j = (γ – 1) di dj + δi

j (όπου δi
j το δ του Kronecker), παίρνουµε ένα στοιχείο του ℒ. 

 Ας αποδείξουµε όµως τον παραπάνω ισχυρισµό. Θα ξεκινήσουµε 

υπολογίζοντας το ���� = Λ4
β ∆xβ και για να απλοποιήσουµε τους υπολογισµούς µας 

ας είναι ��£ ' �������+������ + �������� �Ã . Ας θεωρήσουµε ότι ��£ ≠ 0, αλλιώς 

δεν έχουµε κάτι να αποδείξουµε. Είναι 

«� ' ��£�������                ,              ² '  ���ª�;�� � ��� 
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«² = ��£ª�;(� � ��)     ,     ^ = ��^��£ ,   ²Â�   = 1 , 2, 3  
 Από την (1.3.16) βρίσκουµε ότι 

���� = � ��£ª�;(� � ��) (��£) + ���ª�;(� � ��) ��� = ª�;(� � ��)  
εποµένως ;(x – x0) = �(����)�. 

 Όµως, υπολογίζοντας το ;(x – x0) ως προς τη βάση g|̂�, |̂�, |̂�, |̂�i βρίσκουµε 
ότι: 

   ;(x – x0) = (����)� + (����)� + (����)� � (����)�  
και εποµένως 

    (����)� + (����)� + (����)� = 0 

δηλαδή πράγµατι  ���� '  ���� ' ���� ' 0 

 

�� Για κάθε χρονοειδές διάνυσµα v στο ℳ ορίζουµε την διάρκεια (duration) τ(v) 

του v ως 

     τ(v) = ª�;�È� 

 Αν το v είναι το διάνυσµα µετατόπισης x – x0, τότε η τ(x – x0) ερµηνεύεται 

φυσικά ως η χρονική διαφορά των γεγονότων x0 και x σε κάθε αδρανειακό σύστηµα 

αναφοράς, στο οποίο τα δύο γεγονότα συµβαίνουν στο ίδιο χωρικό σηµείο. 

 

�� Ένα υποσύνολο του ℳ της µορφής {x 0 + t (x – x0) : t ∊ ℜ}, όπου x – x0 είναι 

ένα χρονοειδές, λέγεται χρονοειδής ευθεία στο ℳ. Μια χρονοειδής ευθεία που 

διέρχεται από την αρχή ονοµάζεται άξονας χρόνου (time axis). 

 Θα δείξουµε ότι αυτό το όνοµα του ταιριάζει αποδεικνύοντας το παρακάτω: 

Θεώρηµα 12: Αν Τ είναι ένας άξονας χρόνου, τότε υπάρχει µια αδρανειακή βάση g|̂�, |̂�, |̂�, |̂�i του ℳ τέτοια, ώστε ο υπόχωρος του ℳ που παράγεται από το |̂� είναι ο Τ. 
Απόδειξη: Επιλέγουµε ένα γεγονός |̃� στο Τ, µε |̃� · |̃� '  �1 και έστω Ë|̃�Ì να είναι 

η γραµµική θήκη5 του |̃� στο ℳ. Ορίζουµε επίσης και το Ë|̃�Ì9 να είναι το 

ορθογώνιο συµπλήρωµα της γραµµικής θήκης του |̃�, η οποία είναι κι αυτή ένας 

υπόχωρος του ℳ. Θεωρούµε ότι ℳ = Ë|̃�Ì  Í Ë|̃�Ì9. 

                                                           
5
 Γραμμική θήκη ενός διανύσματος v του διανυσματικού χώρου V, ονομάζεται το σύνολο των 

διανυσμάτων της μορφής λv, για κάθε λ ∊ ℜ. 
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(Θυµηθείτε ότι ένας διανυσµατικός χώρος V είναι το ευθύ άθροισµα δύο υποχώρων 

του V1 και V2 αν V1 ⋂ V2 = {0} και κάθε διάνυσµα v του V γράφεται κατά µοναδικό 

τρόπο ως άθροισµα ενός διανύσµατος από το V1 και ενός διανύσµατος από το V2). 

  Αφού κάθε µη µηδενικό διάνυσµα στον Ë|̃�Ì είναι χρονοειδές, από το 

Πόρισµα 6, κάθε µη µηδενικό στοιχείο του Ë|̃�Ì9 θα είναι χωροειδές. Άρα αυτοί οι 

δύο χώροι πράγµατι έχουν µηδενική τοµή.  

 Έστω v ένα τυχαίο διάνυσµα στο ℳ και ας θεωρήσουµε το διάνυσµα            

w = v + (v · |̃�) · |̃� στο ℳ. Είναι     w ∙ |̃� ' [v + (v · |̃�) · |̃�] ∙ |̃�                ' v · |̃�+ (v · |̃�) · (|̃� ∙ |̃�)                ' v · |̃�+ (v · |̃�) ·(-1)  

             = 0 

άρα w ∊ Ë|̃�Ì9. 

  Έτσι το v = –(v · |̃�) · |̃� + w, όπου το –(v · |̃�) · |̃� ∊ Ë|̃�Ì και το w ∊ Ë|̃�Ì9. 

 Τώρα, ο περιορισµός του εσωτερικού γινοµένου του ℳ στον Ë|̃�Ì9 είναι 

θετικά ορισµένος και εποµένως (από το Θεώρηµα 1) µπορούµε να βρούµε τρία 

διανύσµατα |̃�, |̃�, |̃� ∊ Ë|̃�Ì9 τέτοια, ώστε |̃^ Ï |̃� = Ð^�, i, j = 1, 2, 3. Τότε όµως η 

{ |̃�, |̃�, |̃�, |̃�} είναι µια ορθοκανονική βάση για το ℳ. 

 Ας φτιάξουµε τώρα µια αδρανειακή βάση {e1, e2, e3, e4} για το ℳ.  Θα 

υπάρχει ένας µοναδικός ορθογώνιος µετασχηµατισµός του ℳ που θα µεταφέρει τα eα 

στα |̃0, α = 1, 2, 3, 4. Αν ο αντίστοιχος µετασχηµατισµός Lorentz είναι µη κανονικός 

ή µη ορθόχρονος ή και τα δύο µπορούµε να πολλαπλασιάσουµε το |̃� ή το |̃� ή και 

τα δύο µε -1, για να πάρουµε µια αποδεκτή βάση g|̂�, |̂�, |̂�, |̂�i του ℳ µε Ë|̃�Ì = Τ. 

 

 Κάθε άξονας χρόνου είναι εποµένως ο x4 – άξονας κάποιου αδρανειακού 

συστήµατος συντεταγµένων του ℳ και έτσι πρέπει να ταυτίζεται µε την κοσµική 

γραµµή κάποιου αδρανειακού παρατηρητή. Αφού κάθε χρονοειδής ευθεία είναι 

παράλληλη µε κάποιον άξονα χρόνου, θα θεωρούµε κάθε τέτοια ευθεία ως την 

κοσµική γραµµή ενός σηµείου σε ηρεµία στο αντίστοιχο σύστηµα αναφοράς (ας 

πούµε η κοσµική γραµµή κάποιου «βοηθού» του παρατηρητή µας). 

Παρατηρήσεις 

 1) Αν Τ είναι ένας άξονας χρόνου και x , x0 είναι δυο γεγονότα, τότε το x – x0 

είναι ορθογώνιο στο Τ αν και µόνο αν τα x και x0 είναι διαδοχικά σε κάθε σύστηµα 

αναφοράς που έχει ως x4 – άξονα τον Τ. 
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 2) Αν x – x0 είναι ένα χρονοειδές και s είναι ένας τυχαίος, µη αρνητικός 

αριθµός, τότε υπάρχει ένα αδρανειακό σύστηµα αναφοράς στο οποίο, η χωρική 

απόσταση των x και x0 είναι s. Επίσης η χρονική διαφορά των x και x0 µπορεί να 

είναι οποιοσδήποτε πραγµατικός αριθµός µεγαλύτερος ή ίσος στην τ(x – x0). 

 Η διάρκεια τ(x – x0) είναι εποµένως η µικρότερη χρονική διαφορά που µπορεί 

να έχουν δύο γεγονότα και γι αυτό συνήθως ονοµάζεται και κανονική (proper) 

χρονική διαφορά (ή ιδιόχρονος) των x0 και x. Όταν δεν υπάρχει περίπτωση 

παρανόησης θα τη συµβολίζουµε µε ∆τ. 

 

 Κάθε χρονοειδές διάνυσµα v βρίσκεται µεταξύ κάποιων αξόνων χρόνου, έτσι 

η τ(v) µπορεί να θεωρηθεί ως ένα «χρονικό µήκος» του v (η χρονική διαφορά της 

ουράς και της κορυφής του όπως καταγράφεται από έναν παρατηρητή που τα βιώνει 

και τα δύο). Είναι µια µάλλον ασυνήθιστη έννοια µήκους, όµως, αφού οι ανάλογες 

βασικές ανισότητες που κάποιος έχει συνηθίσει να χρησιµοποιεί στο Ευκλείδειο 

µήκος είναι γενικά αντεστραµµένες. 

 

Θεώρηµα 13: (αντεστραµµένη ανισότητα Schwartz) 

 Αν v , w είναι δύο χρονοειδή διανύσµατα στο ℳ, τότε 

    (v · w)2 > v2 · w2                                              (1.4.1) 

και η ισότητα ισχύει αν και µόνο αν τα v και w είναι γραµµικώς εξαρτηµένα. 

Απόδειξη: 

 Θεωρούµε το διάνυσµα u = av – bw, όπου a = v · w και b = v · v = v2. 

Παρατηρούµε ότι u · v = a v2 – b w · v = (v · w) v2 – v2 (v · w) = 0. Επειδή το v είναι 

χρονοειδές, το πόρισµα 1.6 µας δίνει ότι το u είναι είτε το µηδενικό είτε χωροειδές 

διάνυσµα. Έτσι 0 < u2 = a2 v2 + b2w2 – 2ab (v · w) µε την ισότητα να ισχύει µόνο 

όταν u = 0. Εποµένως, ισοδύναµα παίρνουµε: 

    2ab (v · w) <  a2 v2 + b2w2 

            2 v2 (v · w)2 < v2 (v · w)2 + (v2)2 w2 

                2 (v · w)2 > (v · w)2 + v2 w2               (αφού  v2 < 0) 

          (v · w)2 >  v2 w2                

και η ισότητα ισχύει µόνο όταν u = 0, δηλαδή όταν av – bw = 0 και επειδή α = v·w ≠0 

αφού είναι χρονοειδή, συνεπάγεται ότι τα v και w είναι γραµµικώς εξαρτηµένα. 

Αντίστροφα, αν τα v και w είναι γραµµικώς εξαρτηµένα, τότε το ένα είναι 

πολλαπλάσιο του άλλου και ισχύει ακριβώς η ισότητα στην 1.4.1. 
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Θεώρηµα 14: (Αντίστροφη Τριγωνική Ανισότητα) 

 Αν v και w είναι δύο χρονοειδή διανύσµατα µε τον ίδιο χρονικό 

προσανατολισµό (δηλαδή v · w < 0), τότε 

    τ(v + w) > τ(v) + τ(w)    (1.4.2) 

και η ισότητα ισχύει αν και µόνο αν τα v και w είναι γραµµικώς εξαρτηµένα. 

Απόδειξη: 

 Από το Θεώρηµα 1.13, (v·w)2 >  v2 w2 = (-v2)(-w2) άρα  |v · w| > √�Y�√�a�. 

Όµως v · w < 0 και εποµένως 

    -2 v · w > 2 √�Y�√�a�   (1.4.3) 

 Τώρα, το v + w είναι επίσης χρονοειδές. Επιπλέον 

 -(v + w)2 = -v2 – 2v · w – w2 > - v2 +2 √�Y�√�a� - w2   (από την 1.4.3). 

Έτσι 

                         -(v + w)2 > (√�Y� + √�a�)� ª�(Y + a)� Ò ª�Y� + ª�a� ª�;(Y + a) Ò ª�;(Y) + ª�;(a) 

    τ(v + w) > τ(v) + τ(w)  

όπως θέλαµε. Αν ισχύει η ισότητα τότε, αντιστρέφοντας τα βήµατα παίρνουµε ότι  

-2 v · w = 2 √�Y�√�a� και εποµένως (v·w)2 =  v2 w2 και εποµένως από το θεώρηµα 

1.13, τα v και w είναι γραµµικώς εξαρτηµένα. 

 

Λήµµα 15: Το άθροισµα κάθε πεπερασµένου αριθµού διανυσµάτων στο ℳ, που 

είναι όλα χρονοειδή ή φωτοειδή και µελλοντικά κατευθυνόµενα (αντίστοιχα 

παρελθοντικά κατευθυνόµενα) είναι χρονοειδές και µελλοντικά κατευθυνόµενο 

(αντίστοιχα παρελθοντικά κατευθυνόµενο) εκτός αν είναι όλα φωτοειδή και 

παράλληλα οπότε τότε το άθροισµά τους είναι φωτοειδές  και µελλοντικά 

κατευθυνόµενο (αντίστοιχα παρελθοντικά κατευθυνόµενο). 

Απόδειξη: 

 Αρκεί να αποδείξουµε το λήµµα για µελλοντικά κατευθυνόµενα διανύσµατα 

αφού το αντίστοιχο αποτέλεσµα για παρελθοντικά κατευθυνόµενα προκύπτει µε 

απλή αλλαγή προσήµων. Επιπλέον είναι ξεκάθαρο ότι οποιοδήποτε άθροισµα 

µελλοντικά κατευθυνόµενων διανυσµάτων είναι µελλοντικά κατευθυνόµενο. Πρώτα 

παρατηρούµε ότι αν τα v και w είναι χρονοειδή τότε v · w < 0, v · v < 0 και w · w < 0. 

Έτσι  (v + w) (v + w) = v · v + 2 v· w + w · w < 0 και άρα το v + w είναι χρονοειδές. 
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Παρόµοια αν το v είναι χρονοειδές και το w φωτοειδές, πάλι το v + w είναι 

χρονοειδές.  

 Έστω v, w δύο φωτοειδή διανύσµατα. Είναι (v + w) (v + w) = 2 v· w. Από την 

πρόταση 1.2, τα v και w είναι ορθογώνια αν και µόνο αν είναι παράλληλα. Εποµένως 

το v + w είναι φωτοειδές µόνο τότε. Αν τα v και w δεν είναι παράλληλα θεωρούµε 

µια αδρανειακή βάση {eα}  για το ℳ και έστω v = vαeα ,  w = wαeα. 

 Για κάθε n = 1,2,3,… ορίζουµε το wn στο ℳ µε  

   wn = v1 e1 + v2 e2 + v3 e3 +(v4 + 
��) e4 

Τότε κάθε wn είναι χρονοειδές και µελλοντοκατευθυνόµενο. Από το θεώρηµα 1.5,  

0 > wn · w = v · w –  
�� w4, δηλαδή  v · w <  

�� w4, για κάθε n. Έτσι, v · w <  0 και 

επειδή από υπόθεση v · w ≠ 0, είναι v · w <  0. 

  Η απόδειξη συµπληρώνεται µε επαγωγή στον αριθµό των διανυσµάτων.  

 

Πόρισµα 16: Έστω v1, v2, …, vn χρονοειδή διανύσµατα, όλα µε τον ίδιο χρονικό 

προσανατολισµό. Τότε 

  τ(v1 + v2 + … + vn) > τ(v1) + τ(v2) + … +τ(vn)  (1.4.4) 

και η ισότητα ισχύει αν και µόνο αν τα διανύσµατα είναι όλα παράλληλα. 

 

Πόρισµα 17: Έστω v και w δύο µη παράλληλα φωτοειδή διανύσµατα. Τότε τα v και 

w έχουν τον ίδιο χρονικό προσανατολισµό αν και µόνο αν v · w < 0. 

Απόδειξη:  

 Έστω ότι τα v και w έχουν τον ίδιο χρονικό προσανατολισµό. Τότε, από το 

Λήµµα 1.15, το v + w είναι χρονοειδές και άρα 0 > (v + w) (v + w) = 2v · w, 

εποµένως v · w < 0. 

 Αντίστροφα, αν τα v και w έχουν αντίθετο χρονικό προσανατολισµό, τότε τα 

v και –w έχουν τον ίδιο χρονικό προσανατολισµό και εποµένως v · (–w) < 0 και 

εποµένως v · w > 0. 

 

 Η αιτία για την οποία η τριγωνική ανισότητα είναι «αντεστραµµένη» γίνεται 

απόλυτα κατανοητή, αν θεωρήσουµε ένα σύστηµα συντεταγµένων σε σχέση µε το 

οποίο v = (v1 , v2 , v3 , v4) , w = (w1 , w2 , w3 , w4) και v + w = (0 , 0 , 0 , v4 + w4) 

(αυτό απλά σηµαίνει να θεωρήσουµε τον άξονα χρόνου που διέρχεται από το v4 + w4 
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ως τον x4 – άξονα). Τότε όµως τ(v) = [(v4)2 – (v1)2 – (v2)2 – (v3)2]1/2 < v4 και όµοια 

τ(w) < w4. Όµως τ(v + w) = v4 + w4. 

 

 Μία χρονοειδής ευθεία γραµµή θεωρείται ως η κοσµική γραµµή ενός υλικού 

σηµείου που είναι «ελεύθερο» µε την έννοια της Νευτώνειας µηχανικής και 

εποµένως βρίσκεται σε ηρεµία σε κάποιο σύστηµα αναφοράς. ∆εν έχουν όλα τα 

υλικά σηµεία που µας ενδιαφέρουν αυτή την ιδιότητα. Για να τα µοντελοποιήσουµε 

στο ℳ θα χρειαστούμε κάποια προκαταρκτικά.  
 Έστω Ι ⊆ ℜ ένα ανοικτό διάστηµα. Μια απεικόνιση φ : Ι → ℳ είναι µια 

καµπύλη στο ℳ. Σε σχέση µε οποιαδήποτε αδρανειακή βάση {eα} για το ℳ 
µπορούµε να γράψουµε φ(t) = xα(t) eα, για κάθε t ∊ Ι. Θα υποθέσουµε ότι η φ είναι 

λεία, δηλαδή κάθε συνιστώσα της xα(t) είναι απεριόριστα διαφορίσιµη και ότι το 

διάνυσµα της ταχύτητας της φ,  φ΄(t) = 
ÇeÔ
ÇÕ  eα είναι µη µηδενικό για κάθε t στο Ι. 

 Αυτός ο τρόπος ορισµού της λείας συνάρτησης δεν εξαρτάται από την 

επιλογή της αδρανειακής βάσης. Πράγµατι, αν θεωρήσουµε µια άλλη βάση {e΄α} και 

L τον ορθογώνιο µετασχηµατισµό που µεταφέρει τη µία βάση στην άλλη µε 

αντίστοιχα στοιχεία Λα
β του ℒ. Αν φ(t) = x΄α(t) é α τότε x΄α(t) = Λα

β xβ(t) και 

εποµένως  
Çe Ố

ÇÕ  = Λα
β 

ÇeÖ
ÇÕ . Με δεδοµένο ότι οι Λα

β δεν είναι µοναδικοί έπεται το 

ζητούµενο. 

 

 Μια καµπύλη φ : Ι → ℳ θα λέµε ότι είναι χωροειδής, χρονοειδής ή 

φωτοειδής ανάλογα µε το ποια ιδιότητα έχει η ταχύτητά της, δηλαδή αν φ΄(t) φ΄(t) 

είναι θετικό, αρνητικό ή µηδέν για κάθε t.  

 Μια χρονοειδής ή φωτοειδής καµπύλη είναι µελλοντοκατευθυνόµενη 

(αντίστοιχα παρελθοντοκατευθυνόµενη) αν η φ΄(t) είναι µελλοντοκατευθυνόµενη 

(αντίστοιχα παρελθοντοκατευθυνόµενη) για κάθε t. 

 Μια µελλοντοκατευθυνόµενη χρονοειδής καµπύλη καλείται χρονοειδής 

κοσµική γραµµή ή κοσµική γραµµή ενός υλικού σηµείου. 

 Επεκτείνουµε όλους αυτούς τους ορισµούς στην περίπτωση κατά την οποία 

το Ι περιλαµβάνει κάποιο ή και τα δύο άκρα του απαιτώντας η φ να είναι επεκτάσιµη 

σε ένα ανοικτό διάστηµα που να περιέχει το Ι. Ειδικότερα, αν Ι είναι ένα (όχι 

απαραίτητα ανοικτό) διάστηµα στο ℜ, τότε η φ : I → ℳ είναι λεία, χρονοειδής, … 

αν υπάρχει ένα ανοικτό διάστηµα �× που περιέχει το Ι και η ØÙ: �× $ ℳ είναι λεία, 
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χρονοειδής, … και ικανοποιεί την ØÙ(t) = φ(t) για κάθε t ∊ Ι. Γενικά θα αγνοήσουµε 

την περισπωµένη και θα συµβολίζουµε µε φ και την επέκταση της καµπύλης. 

 Αν φ : I → ℳ είναι µια καµπύλη, J ⊆ ℜ είναι ένα άλλο διάστηµα και h : J→I, 

µε t = h(s) είναι µια απεριόριστα διαφορίσιµη συνάρτηση µε h΄(s) > 0 για κάθε s ∊ J, 

τότε η καµπύλη ψ = φ ∘ h : J → ℳ ονοµάζεται αναπαραµετροποίηση της φ. 

 

 Αν φ : [α , β] → ℳ είναι µια χρονοειδής κοσµική γραµµή στο ℳ ορίζουµε το 

κανονικό (proper) χρονικό µήκος της φ µε 

Û(Ø) = Ü ª|Ø΄(�) · Ø΄(�)|��
0 = Ü Ý�0� �0� ��� ��

.  

 Ως µια κατάλληλη ερµηνεία του L(φ) θα θεωρήσουµε την 

Υπόθεση του Ρολογιού: Αν φ: [α , β] → ℳ είναι µια χρονοειδής κοσµική γραµµή 

στο ℳ, τότε η L(φ) είναι η χρονική διαφορά µεταξύ των γεγονότων φ(α) και φ(β) 

όπως την µετρά ένα ιδανικό τυποποιηµένο ρολόι που φέρει µαζί του το σωµατίδιο 

του οποίου η κοσµική γραµµή παριστάνεται από τη φ. 

 

Θεώρηµα 18: Έστω p και q δύο σηµεία στο ℳ. Τότε το p – q είναι χρονοειδές και 

µελλοντικά κατευθυνόµενο αν και µόνο αν υπάρχει µια λεία, µελλοντικά 

κατευθυνόµενη χρονοειδής καµπύλη φ: [α , β] → ℳ µε φ(α) = q και φ(β) = p. 

 

 Θα αναβάλλουµε την απόδειξη του θεωρήµατος για την ώρα για να δείξουµε 

τη σχέση του µε την Υπόθεση του Ρολογιού. 

 ∆ιαµερίζουµε το διάστηµα [α , β] σε n υποδιαστήµατα [ti-1 , ti], i = 1, 2, …, n,   

µε α = t0 < t1 < … < tn-1 < tn = β. Τότε, από το θεώρηµα 1.18, καθένα από τα 

διανύσµατα µετατόπισης vi = φ(ti) – φ(ti-1) είναι χρονοειδές και µελλοντικά 

κατευθυνόµενο. Η τ(vi) προκύπτει τότε ως ο χρόνος µεταξύ των φ(ti-1) και φ(ti), όπως 

µετριέται από έναν αδρανειακό παρατηρητή που είναι παρών και στα δύο γεγονότα. 

 Αν το «υλικό σωµατίδιο» του οποίου η κοσµική γραµµή παριστάνεται µε τη φ 

έχει σταθερή ταχύτητα µεταξύ των γεγονότων φ(ti-1) και φ(ti), τότε η τ(vi) θα είναι ο 

χρόνος µεταξύ αυτών των γεγονότων όπως µετριέται από ένα ρολόι που κινείται µαζί 

µε το σωµατίδιο. Σε σχέση µε οποιοδήποτε αδρανειακό πλαίσιο 

�(Y^) = ��0���.^���^ = Ý�0� ��.^��^
���^��^ ��^ 
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 Επιλέγοντας το ∆ti ικανοποιητικά µικρό, το ∆x4
i µπορεί να γίνει οσοδήποτε 

µικρό θέλουµε (από τη συνέχεια της φ) και αφού η ταχύτητα του σωµατιδίου σε 

σχέση µε το πλαίσιο αναφοράς που χρησιµοποιούµε είναι «σχεδόν» σταθερή σε 

«µικρές» µεταβολές του x4 – χρόνου, τότε η τ(vi) θα µπορούσε να είναι µια καλή 

προσέγγιση στη διαφορά χρόνου µεταξύ των φ(ti-1) και φ(ti), µετρηµένη από το υλικό 

σωµατίδιο. 

 Συνεπώς το άθροισµα 

                     Z Ý�0� ��.^��^
���^��^ ��^                               (1.4.5)�

^_�  

προσεγγίζει τη χρονική διαφορά µεταξύ των φ(α) και φ(β) που αυτό το σωµατίδιο 

µετράει. Η προσέγγιση γίνεται καλύτερη καθώς το ∆ti τείνει στο 0 και στο όριο, το 

άθροισµα (1.4.5) προσεγγίζει τον ορισµό του L(φ). 

 Το επιχείρηµα φαίνεται αρκετά πειστικό, αλλά βασίζεται σε µια παραδοχή για 

τη συµπεριφορά των ιδανικών ρολογιών, που δεν έχει εξηγηθεί προηγουµένως, 

δηλαδή ότι µια επιτάχυνση όπως αυτή που υπάρχει εδώ δεν έχει καµιά επίδραση στο 

ρυθµό του (ο στιγµιαίος ρυθµός ενός τέτοιου ρολογιού εξαρτάται µόνο από τη 

στιγµιαία ταχύτητά του και όχι από το πόσο γρήγορα γίνεται η αλλαγή της ταχύτητας 

αυτής). Η δικαιολόγηση µιας τέτοιας υπόθεσης δεν είναι καθόλου τετριµµένη. 

Πρέπει κανείς να πραγµατοποιήσει µια σειρά από πειράµατα µε ρολόγια διαφόρων 

τύπων, που να δέχονται αληθινές επιταχύνσεις και τελικά να καταλήξουµε σε µια πιο 

ακριβή πρόταση όπως « η Υπόθεση του Ρολογιού ισχύει για ρολόγια τέτοιου και 

τέτοιου είδους κάτω από αυτές τις συνθήκες επιτάχυνσης». 

 

Λήµµα 19: Έστω φ: (Α , Β) → ℳ µια λεία, χρονοειδής και µελλοντικά 

κατευθυνόµενη καµπύλη και σταθεροποιούµε ένα t0 ∊ (Α , Β). Υπάρχει ένα ε > 0 

τέτοιο, ώστε το διάστηµα (t0 – ε, t0+ ε) να περιέχεται στο (Α , Β) και  

- το φ(t) να ανήκει στον παρελθοντικό χρονικό κώνο στο φ(t0) για κάθε t ∊ (t0 – ε, t0) 

- το φ(t) να ανήκει στον µελλοντικό χρονικό κώνο στο φ(t0) για κάθε t ∊ (t0 , t0 + ε). 

Απόδειξη: 

 Θα δείξουµε ότι υπάρχει ένα ε1 > 0 τέτοιο, ώστε φ(t) ∊ lß�(Ø(��))  για κάθε    

t ∊ (t0 , t0 + ε1). Το επιχείρηµα για την ύπαρξη ενός ε2 > 0 µε φ(t) ∊ lß�(Ø(��)) για 

κάθε t ∊ (t0 – ε , t0) είναι παρόµοιο. Θεωρώντας τελικά ως ε το ελάχιστο των δύο 

(ε=min{ε1,ε2}) θα έχουµε το ζητούµενο. 
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 Σταθεροποιούµε µια αδρανειακή βάση {eα} και γράφουµε το φ(t) = xα(t) eα, 

για Α < t < Β. Τώρα, ας υποθέσουµε ότι δεν υπάρχει κανένα ε1 µε την ιδιότητα που 

θέλουµε. Αυτό σηµαίνει ότι µπορούµε να πάρουµε µια ακολουθία t1 > t2 > … > t0 στο 

(t0 , B) τέτοια ώστε το tn → t0 (καθώς το n → ∞) και ισχύει µία από τις παρακάτω 

δύο προτάσεις: 

 1) ;(φ(tn) – φ(t0)) > 0 , για κάθε n (δηλαδή ότι το φ(tn) – φ(t0) είναι χωροειδές 

ή φωτοειδές για κάθε n). 

 2) ;(φ(tn) – φ(t0)) < 0, αλλά το φ(tn) – φ(t0) είναι παρελθοντικά 

κατευθυνόµενο για κάθε n (δηλαδή το φ(tn) ∊ lß�(Ø(��)) για κάθε n). 

 Έστω ότι ισχύει το (1). Τότε 

; ¨Ø(��) � Ø(��)�� � �� ©  Ò 0            ²Â� Áά¹& ¾ 

άρα  

; ¨��(��) � ��(��)�� � �� , ��(��) � ��(��)�� � �� , ��(��) � ��(��)�� � �� , ��(��) � ��(��)�� � �� ©  Ò 0 

δηλαδή 

lim�$â ; ¨������ � �������� � �� , ������ � �������� � �� , ������ � �������� � �� , ������ � �������� � �� ©  Ò 0 

 

; ¨��� ����, ��� ����, ��� ����, ��� ����© Ò 0 

;(Ø �́���) Ò 0 

Όµως το φ΄(t0) είναι χρονοειδές (;(Ø �́���) o 0�  άρα οδηγούµαστε σε άτοπο! Όµοια 

δείχνουµε ότι δεν µπορεί να ισχύει ούτε το (2).  

 

Απόδειξη θεωρήµατος 18: 

 Το αναγκαίο είναι προφανές. Για να αποδείξουµε το ικανό ορίζουµε µε φ µια 

λεία, µελλοντικά κατευθυνόµενη χρονοειδή επέκταση της φ σε κάποιο διάστηµα 

(Α,Β) που να περιέχει το [α, β]. Από το λήµµα 19, υπάρχει ένα ε1 > 0 µε (α , α + ε1) ⊆ 

(Α,Β) και τέτοιο ώστε φ(t) ∊ lß��ã� για κάθε t ∊ (α , α + ε1). Έστω t0 το supremum 

όλων αυτών των ε1. Αφού β < Β πρέπει να δείξουµε ότι t0 = Β. 

 Έστω ότι Α < t0 < B. Σύµφωνα µε το λήµµα 19, υπάρχει ε > 0, ώστε  

  (t0 – ε, t0+ ε) ⊆ (Α , Β),  

  φ(t) ∊ lß��Ø�����         για κάθε t ∊ (t0 – ε , t0),        και  
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  φ(t) ∊ lß�(Ø(��))  για κάθε    t ∊ (t0 , t0 + ε). 

 Παρατηρούµε ότι, αν το φ(t0) ανήκε στο lß�(ã) , τότε για κάθε t ∊ (t0 , t0 + ε) 

θα είχαµε ότι το   [φ(t0) – q] + [φ(t) – φ(t0)] = φ(t) – q θα είναι ένα µελλοντικά 

κατευθυνόµενο και χρονοειδές από το λήµµα 15 αλλά αυτό αντιτίθεται στον ορισµό 

του t0 ως supremum. Από την άλλη µεριά, αν το φ(t0) βρίσκεται εκτός του 

φωτοειδούς κώνου στο q, τότε για κάποια t ∊ (t0 – ε , t0), η φ(t) θα βρίσκεται εκτός 

του κώνου φωτός στο q και αυτό είναι αδύνατο αφού, πάλι από τον ορισµό του t0, 

κάθε τέτοιο φ(t) είναι µέσα στον lß�(ã). Η µόνη δυνατότητα που υπάρχει για το φ(t0) 

είναι να βρίσκεται εντός του µηδενικού κώνου στο q. Αλλά τότε ο παρελθοντικός 

χρονικός κώνος στο φ(t0) χωρίζεται από τον µελλοντικό χρονικό κώνο στο q και κάθε  

t ∊ (t0 – ε , t0) δίνει µια αντίφαση. Συµπεραίνουµε ότι τελικά t0 = Β και η απόδειξη 

ολοκληρώθηκε. 

 

 Θα δώσουµε τώρα την παραµετροποίηση µιας χρονοειδούς κοσµικής 

γραµµής φ : Ι → ℳ, που είναι για πολλούς λόγους η πιο χρήσιµη. Πρώτα θα 

µεταφράσουµε τον ορισµό της φ σε µια πραγµατική γραµµή αν είναι αναγκαίο να 

υποθέσουµε ότι περιέχει το 0. 

 Ορίζουµε την κανονική (proper) χρονική συνάρτηση τ(t) στο Ι (ή 

ιδιοσυνάρτηση) ως εξής: 

� = �(�) =  Ü |Ø΄(¡) · Ø΄(¡)|�/�¡Õ
�  

Έτσι, 
ÇåÇÕ = |φ΄(t) · φ΄(t)|1/2 , που είναι θετική και απεριόριστα διαφορίσιµη, αφού η φ 

είναι χρονοειδής. Η αντίστροφη t = h(τ) επίσης υπάρχει και 
ÇæÇå = µÇåÇÕ·��

> 0, άρα 

συµπεραίνουµε ότι η τ είναι µια νοµιµοποιηµένη παράµετρος κατά µήκος της φ (από 

φυσικής πλευράς, απλώς παραµετροποιούµε την φ µε χρονικές µετρήσεις που 

καταγράφονται κατά µήκος της φ). Θα καταχραστούµε κατά κάποιον τρόπο το 

συµβολισµό µας και θα χρησιµοποιούµε περισσότερο το τ παρά το t: 

     φ(τ) = xα(τ) eα                                 (1.4.6) 

 Το διάνυσµα της ταχύτητας φ΄(τ) = 
ÇeÔÇå  eα της φ καλείται κοσµική ταχύτητα 

ή τετραταχύτητα της φ και συµβολίζεται µε U = Uαeα. Ακριβώς όπως η οικεία 

παραµετροποίηση του µήκους τόξου µιας καµπύλης στον ℜ3 έχει µοναδιαία 

ταχύτητα, έτσι και η τετραταχύτητα µιας χρονοειδούς κοσµικής γραµµής είναι πάντα 
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ένα µοναδιαίο χρονοειδές διάνυσµα και µάλιστα U · U = -1, για κάθε σηµείο κατά 

µήκος της φ. 

 Η δεύτερη κανονική χρονική παράγωγος φ΄΄(τ) = 
Ç�eÔÇå�  eα της φ καλείται 

κοσµική επιτάχυνση ή τετραεπιτάχυνση της φ και συµβολίζεται µε Α = Ααeα. Είναι 

πάντα ορθογώνια στην U και έτσι, ειδικότερα, πρέπει να είναι χωροειδής (αν είναι µη 

µηδενική). 

 Η 4-ταχύτητα και η 4-επιτάχυνση µιας χρονοειδούς κοσµικής γραµµής είναι 

κρίσιµες για την κατανόηση της δυναµικής του σωµατιδίου του οποίου η κοσµική 

γραµµή παριστάνεται από την φ. Ένας δεδοµένος αδρανειακός παρατηρητής όµως, 

µοιάζει να παραµετροποιεί την κοσµική γραµµή ενός σωµατιδίου περισσότερο µε το 

χρόνο x4 παρά µε την τ και εποµένως θα χρειαστούν διαδικασίες για να υπολογιστούν 

οι U και Α από αυτή την παραµετροποίηση. Πρώτα παρατηρούµε ότι αφού η         

φ(τ) = (x1(τ), x2(τ) , x3(τ) , x4(τ)) είναι λεία, η x4(τ) είναι απεριόριστα διαφορίσιµη. 

Αφού η φ είναι µελλοντικά κατευθυνόµενη, η 
Çe¥Çå  είναι θετική και έτσι η αντίστροφη 

συνάρτηση τ = h(x4) υπάρχει και η h΄(x4) = µÇe¥Çå ·��
 είναι θετική. Έτσι, η x4 είναι 

µια νοµιµοποιηµένη παράµετρος για την φ. Επιπλέον 

   
ÇåÇe¥ = |φ΄(x4) · φ΄(x4)|1/2 

= Ý1 � ç¨����©� + ¨����©� + ¨����©�è 

= ª1 � «�(��) 

όπου συµβολίζουµε µε β(x4) τη συνηθισµένη στιγµιαία ταχύτητα του σωµατιδίου, 

του οποίου η κοσµική γραµµή είναι φ σε σχέση µε το πλαίσιο S(x1 , x2 , x3 , x4). 

 Έτσι, 
Çe¥Çå  = (1 – β2(x4))-1/2, το οποίο συµβολίζουµε µε γ = γ(x4). Τώρα 

υπολογίζουµε 

é^ = �^� =  �^�� ��� = ² �^��      ,        = 1, 2, 3    Á�Â     é� = ² 

άρα  

   é = (é�, é�, é�, é�) =  ² ¨���� , ���� , ���� , 1©                   (1.4.9) 

ή ακόµα πιο συνοπτικά  

     U = γ (¡¢£ , 1)                             (1.4.10) 
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όπου ¡¢£ είναι η συνηθισµένη τρισδιάστατη ταχύτητα του φ στο S. 

 Όµοια υπολογίζουµε  

ê^ = ² �� ¨² �^��©    ,        = 1, 2, 3    Á�Â     ê� = ² �� (²) 

άρα 

                            ê = ² �� (²¡¢£ , ²)                                     (1.4.11) 

 

 Σε κάθε σταθερό σηµείο φ(τ0) κατά µήκος µιας χρονοειδούς κοσµικής 

γραµµής φ, η U(τ0) είναι ένα µελλοντικά κατευθυνόµενο, µοναδιαίο, χρονοειδές 

διάνυσµα και έτσι µπορεί να λαµβάνεται ως το χρονοειδές διάνυσµα e4 κάποιας 

αδρανειακής βάσης για το ℳ. Σε σχέση µε µια τέτοια βάση είναι U(τ0) = (0, 0, 0, 1). 

  Θεωρώντας ως x0
4 = x4(τ0) βρίσκουµε, από την (1.4.9), ότι µÇe¦Çe¥·e¥_ef¥ = 0, 

για i = 1, 2, 3 και εποµένως β(x0
4) = 0 και γ(x0

4) = 1. 

 Το πλαίσιο αναφοράς που αντιστοιχεί σε µια τέτοια βάση µπορεί όµως να 

θεωρηθεί σαν να είναι «σε στιγµιαία ηρεµία» σε σχέση µε το σωµατίδιο του οποίου η 

κοσµική γραµµή είναι η φ. Κάθε τέτοιο πλαίσιο αναφοράς καλείται πλαίσιο 

στιγµιαίας ηρεµίας για την φ στο φ(τ0). 

 Παρατηρούµε εδώ ότι σε ένα τέτοιο πλαίσιο στιγµιαίας ηρεµίας είναι 

    g(A , A) = |ë£|�                                      (1.4.12) 

όπου ë£ είναι η 3-επιτάχυνση της φ. 

 Πράγµατι, αφού γ = 1, βρίσκουµε ότι 

   g(Α , Α ) = � ÇÇe¥ (¡¢£ ,1)� � ÇÇe¥ (¡¢£ ,1)� = � Çì¢¢£Çe¥�� = |ë£|� 

 Αφού το g(A , A) παραµένει αµετάβλητο κάτω από µετασχηµατισµούς 

Lorentz, διαπιστώνουµε ότι όλοι οι αδρανειακοί παρατηρητές θα συµφωνούν, σε 

κάθε σηµείο κατά µήκος της φ, για το µέτρο της 3-επιτάχυνσης της φ σε σχέση µε το 

δικό της πλαίσιο στιγµιαίας ηρεµίας. 

 

 Θα ολοκληρώσουµε αυτή την ενότητα  µε ένα θεώρηµα που ισχυρίζεται µε 

αρκετά γενικό τρόπο ότι ένας επιταχυνόµενος παρατηρητής πρέπει να υπόκειται σε 

µια διαστολή του χρόνου που δεν τη βιώνουν όσοι παραµένουν σε ηρεµία σε ένα 

αδρανειακό πλαίσιο. 
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Θεώρηµα 20: Έστω φ : [α , β] → ℳ µια χρονοειδής κοσµική γραµµή στο ℳ από το 

φ(α) = q στο φ(β) = p. Τότε 

    L(φ) < τ(p – q)           (1.4.25) 

και η ισότητα ισχύει αν και µόνο αν η φ είναι µια παραµετροποίηση µιας χρονοειδούς 

ευθείας γραµµής που ενώνει τα q και p. 

Απόδειξη: Από το θεώρηµα 1.18, το p – q είναι χρονοειδές και µελλοντικά 

κατευθυνόµενο, άρα µπορούµε να διαλέξουµε µια βάση {eα} µε 

 q = x0
1e1 + x0

2e2 + x0
3e3 + xq

4e4   ,    p = x0
1e1 + x0

2e2 + x0
3e3 + xp

4e4  

και     τ(p – q) = xp
4 – xq

4 = ∆x4. 

 Παραµετροποιούµε την φ µε το x4. Τότε  

Û(Ø) = Ü Ý1 � ç¨����©� + ¨����©� + ¨����©�è ��eí¥

eî¥
 

ï Ü ��eí¥

eî¥
= ��� = �(ð � ã) 

 Επιπλέον, η ισότητα ισχύει αν και µόνο αν 
Çe¦Çe¥ = 0, για i = 1, 2, 3, δηλαδή αν 

και µόνο αν κάθε xi είναι σταθερό και αυτό συµβαίνει αν και µόνο αν φ(x4) = x0
1e1 + 

x0
2e2 + x0

3e3 + x4e4 για xq
4 < x4 < xp

4, όπως ισχύει. 
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1.5 Χωροειδή διανύσματα 

 Θα στραφούµε τώρα στην κατηγορία των χωροειδών διανυσµάτων, δηλαδή 

θα θεωρήσουµε δύο γεγονότα x και x0 για τα οποία ;(x – x0) > 0. Σε σχέση µε 

οποιαδήποτε αδρανειακή βάση {e1, e2, e3, e4} έχουµε ότι: 

(∆x1)2 + (∆x2)2 +(∆x3)2 > (∆x4)2 

και εποµένως το x – x0 βρίσκεται στο εξωτερικό του φωτοειδούς κώνου στο x0 και 

προφανώς δεν υπάρχει καµιά αδρανειακή βάση στο πλαίσιο της οποίας τα δύο 

γεγονότα θα συνέβαιναν στο ίδιο χωρικό σηµείο, δηλαδή δεν υπάρχει αδρανειακός 

παρατηρητής που θα µπορούσε να βιώσει και τα δύο γεγονότα (για να συµβεί αυτό 

θα έπρεπε να κινούνταν µε ταχύτητα µεγαλύτερη από την ταχύτητα του φωτός). 

Παρόλα αυτά χρησιµοποιώντας ένα ανάλογο επιχείρηµα όπως και τα χρονοειδή 

διανύσµατα, θα δείξουµε ότι υπάρχει ένα πλαίσιο αναφοράς ως προς το οποίο τα δύο 

γεγονότα συµβαίνουν ταυτόχρονα. 

 Έστω {eα} µια αυθαίρετη βάση του ℳ και x , x0 δύο γεγονότα µε το x – x0 να 

είναι χωροειδές, δηλαδή  
Äe£Äe¥ > 1, όπου ��£ ' [(���)�+(���)� + (���)�]� �Ã . 

Θεωρούµε β = 
Äe¥
Äe£  < 1, di = 

Äe¦
Äe£ , i = 1,2,3 και εποµένως γ = 

Äe£ª;(e�ef)  και                

βγ = 
Äe¥

ª;(e�ef). Τότε, η (1.3.16) δίνει ότι ∆��� = 0.  Εποµένως υπάρχει µια 

αδρανειακή βάση { |̂.} του ℳ σε σχέση µε την οποία τα δύο γεγονότα είναι 
ταυτόχρονα. 
 Μπορούµε ακόµα να δείξουµε (επιλέγοντας κατάλληλα το β) ότι αν s είναι 

ένας τυχαίος πραγµατικός αριθµός, τότε υπάρχει µια αδρανειακή βάση για το ℳ σε 

σχέση µε την οποία η χρονική διαφορά των x και x0 είναι s (άρα γενικά οι 

αδρανειακοί παρατηρητές δεν συµφωνούν µεταξύ τους ούτε καν στη σειρά µε την 

οποία τα δύο γεγονότα συνέβησαν). 

 Αφού  [(���)�+(���)� + (���)�]� �Ã '  ª(���)� + ;(� � ��)  σε κάθε 

αδρανειακό πλαίσιο και αφού η (∆x4)2 µπορεί να πάρει οποιονδήποτε µη αρνητικό 

πραγµατικό αριθµό, η χωρική διαφορά των x και x0 είναι µεγαλύτερη ή ίση µε 

ª;(� � ��) . ∆εν υπάρχει αδρανειακό σύστηµα αναφοράς στο οποίο η χωρική τους 

απόσταση να γίνει µικρότερη.  

  Ορίζουµε, για κάθε δύο γεγονότα x και x0 για τα οποία ;(x – x0) > 0, 

την κανονική (proper) χωρική απόσταση  S(x – x0) του x από το x0 µε  

                 S(x – x0) = ª;(� � ��) 



 

και τη θεωρούµε ως τη χωρική

τα δύο γεγονότα είναι ταυτόχρονα

 

 Έστω Τ µια τυχαία

µπορεί να θεωρηθεί ως η κοσµική

αδρανειακό σύστηµα αναφοράς

των χωρικών συντεταγµένων

 Έστω x στο ℳ τέτοιο

δύο σηµεία τοµής της Τ µε τον

 Παρατηρούµε ότι 

    

Πράγµατι, αφού το x – x1 

άρα   

 0 = –τ2(x0 – x1) + 2(

Όµοια, αφού το x2 – x είναι φωτοειδές

 0 = –τ2(x2 – x0) – 2(

 Αφού τα x2 – x0 και

τέτοια, ώστε x2 – x0 = κ(x0

 Πολλαπλασιάζοντας

(1.5.3) βρίσκουµε 

   – (κ
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θεωρούµε ως τη χωρική διαφορά τους σε κάθε σύστηµα αναφοράς

ταυτόχρονα (λέγεται και ιδιοµήκος του x – x0). 

µια τυχαία χρονοειδής ευθεία που περιέχει το x0. Είδαµε

θεωρηθεί ως η κοσµική γραµµή κάποιου παρατηρητή σε ηρεµία

σύστηµα αναφοράς, που όµως δεν βρίσκεται υποχρεωτικά

συντεταγµένων αυτού του συστήµατος. 

τέτοιο ώστε το x – x0 να είναι χωροειδές και έστω

τοµής της Τ µε τον CN(x) όπως φαίνεται στο σχήµα 6. 

 

S2(x – x0) = τ(x0 – x1) τ(x2 – x0)                      (1.5.1)

 είναι φωτοειδές είναι 0 = (x – x1) = �(x0 –

+ 2(x0 – x1) (x – x0) + S2(x – x0)                               

είναι φωτοειδές, 0 = (x2 – x) = �(x2 – x0) + (x

2(x2 – x0) (x – x0) + S2(x – x0)                               

και x0 – x1 είναι συγγραµµικά, υπάρχει µια σταθερά

0 – x1) άρα τ2(x2 – x0) = κ2 τ2(x0 – x1). 

Πολλαπλασιάζοντας την (1.5.2) µε κ και προσθέτοντας το αποτέλεσµα

(κ + κ2) τ2(x0 – x1) + (κ + 1) S2(x – x0) = 0 

Σχήμα 6

σύστηµα αναφοράς στο οποίο 

 

. Είδαµε ότι η Τ 

παρατηρητή σε ηρεµία σε ένα 

υποχρεωτικά στην αρχή 

χωροειδές και έστω x1 , x2 τα 

)                      (1.5.1) 

– x1) + (x – x0)] 

                               (1.5.2) 

x – x0)] άρα   

                               (1.5.3) 

υπάρχει µια σταθερά κ > 0 

προσθέτοντας το αποτέλεσµα στην 

Σχήμα 6 
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Αφού κ + 1 ≠ 0 (τα x1 και x2 δεν ταυτίζονται) βρίσκουµε 

    S2(x – x0) = κ τ2(x0 – x1) 

          = τ(x0 – x1) [κ τ(x0 – x1)] 

          = τ(x0 – x1) τ(x2 – x0) 

 

 Υποθέτουµε ότι το χωροειδές διάνυσµα µετατόπισης x – x0 είναι ορθογώνιο 

στη χρονοειδή ευθεία Τ. Τότε (x0 – x1) (x – x0) = (x2 – x0) (x – x0) = 0 και οι (1.5.2) 

και (1.5.3) δίνουν S(x – x0) = τ(x2 – x0) = τ(x0 – x1) το οποίο γράφουµε συνήθως στη 

µορφή 

   S(x – x0) =  
�� [τ(x2 – x0) + τ(x0 – x1)]                      (1.5.4) 

  Ειδικότερα, αυτό αληθεύει όταν η Τ είναι ένας χρονικός άξονας. Έχουµε δει 

ότι σε αυτή την περίπτωση το Τ είναι η κοσµική γραµµή ενός αδρανειακού 

παρατηρητή � και τα γεγονότα x και x0 είναι ταυτόχρονα στο πλαίσιο αυτού του 

παρατηρητή. Όµως τότε το S(x – x0) είναι η απόσταση µεταξύ x και x0 σε αυτό το 

πλαίσιο αναφοράς. Αφού το x0 βρίσκεται πάνω στην Τ, η (1.5.4) έχει την εξής φυσική 

ερµηνεία: 

 «Η � – απ�σταση εν�ς γεγον�τος x απ� �ναν αδρανειακ� παρατηρητ% �, ε�ναι �ση 

µε το µισ� του χρ�νου που µετρ� ο � µεταξ� της εκποµπ%ς και της λ%ψης εν�ς φωτεινο� 

σ%µατος που συνδ�ει τον � µε το x». 

 

 Αν x, x0 και x1είναι τρία γεγονότα στο ℳ για τα οποία τα διανύσµατα 

µετατόπισης x – x0  και x1 – x είναι χωροειδή και ορθογώνια, τότε  

   S2 (x1 – x0) = S2(x1 – x) + S2(x – x0)   (1.5.5) 

όπως εύκολα µπορεί να διαπιστώσει κανείς από τον ορισµό του S και της ; και το 

γεγονός ότι τα δύο διανύσµατα είναι ορθογώνια. 

 

 Αυτά που έχουµε αποδείξει µέχρι τώρα είναι τα εξής: 

 Έστω v , w δύο µη µηδενικά διανύσµατα στον ℳ µε v · w = 0. 

  1) Αν τα v , w είναι φωτοειδή, τότε πρέπει να είναι παράλληλα. 

  2) Αν το v είναι χρονοειδές, τότε το w πρέπει να είναι χωροειδές. 

  3) Αν τα v και w είναι χωροειδή, τότε το ιδιοµήκος ικανοποιεί το 

Πυθαγόρειο Θεώρηµα: 

S2 (v + w) = S2(v) + S2(w) 
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1.6 Σχέσεις αιτιολογίας 

 Ξεκινάµε ορίζοντας δύο σχέσεις διάταξης << και < στο ℳ ως εξής: 

 Για x, y στο ℳ, λέµε ότι το x προηγείται χρονολογικά του y, και γράφουµε 

x << y, αν το y – x είναι χρονοειδές και µελλοντικά κατευθυνόµενο, δηλαδή αν το     

y ∊ lß�(�). Επίσης θα λέµε ότι το x προηγείται αιτιολογικά του y και θα γράφουµε  

x < y, αν το y – x είναι φωτοειδές και µελλοντικά κατευθυνόµενο, δηλαδή αν το        

y ∊ lm�(�). 

 Και οι δύο σχέσεις ονοµάζονται σχέσεις αιτιολογίας, γιατί εγκαθιστούν µια 

αιτιολογική σύνδεση µεταξύ των δύο γεγονότων, µε την έννοια ότι το γεγονός x 

µπορεί να επηρεάσει το γεγονός y, είτε µε τη διάδοση κάποιου υλικού φαινοµένου αν 

x << y, είτε κάποιου ηλεκτροµαγνητικού αποτελέσµατος αν x < y. 

 Η << είναι µεταβατική αφού αν x <<y και y << z τότε το y – x και το z – y 

είναι χρονοειδή και µελλοντικά κατευθυνόµενα, άρα και το άθροισµά τους είναι 

χρονοειδές και µελλοντικά κατευθυνόµενο, δηλαδή το z – x = (z – y) + (y – x), άρα 

z<<x. Όµως, αν x < y και y < z, το z – x δεν είναι απαραίτητα φωτοειδές και 

µελλοντικά κατευθυνόµενο, αφού 

 ;(z – x) = ;[(z – y)+(y – x)] = ;(z – y) + ;(y – x) + 2 g(z – y , y – x)  

     = 0 + 0 + 2 g(z – y , y – x) ≠ 0 

(γενικά, εκτός αν τα δύο διανύσµατα είναι ορθογώνια). 

 Έχει ενδιαφέρον επίσης ότι καθεµιά από τις σχέσεις µπορεί να εκφραστεί µε 

όρους της άλλης. 

 

Λήµµα 21: Για διακριτά σηµεία x και y στο ℳ, x < y αν και µόνο αν  

ñ� f ò     Á�Âò ó ô õ � ó ôö 
Απόδειξη: Έστω x < y. Τότε ;(x – y) = 0, άρα το x δεν προηγείται χρονολογικά του 

y (� f ò). Επιπλέον, αν y << z, τότε το z – y είναι χρονοειδές και µελλοντικά 

κατευθυνόµενο. Αφού το y – x είναι φωτοειδές και µελλοντικά κατευθυνόµενο, από 

το Λήµµα 15 έπεται ότι το 

z – x = (z – y) + (y – x) 

είναι χρονοειδές και µελλοντικά κατευθυνόµενο, δηλαδή x << z. 

 Για το αντίστροφο θα υποθέσουµε ότι x ≮ y και θα δείξουµε ότι είτε x << y 

είτε ότι υπάρχει z ∊ ℳ µε y <<z και x f z.  
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 Αν x ≮ y και x f y, τότε το y – x είναι είτε χρονοειδές και παρελθοντικά 

κατευθυνόµενο είτε φωτοειδές παρελθοντικά κατευθυνόµενο, είτε χωροειδές. 

 Στην πρώτη περίπτωση, κάθε z µε x < z έχει την ιδιότητα το  

z – y = (z – x) + (x – y) 

να είναι χρονοειδές και µελλοντικά κατευθυνόµενο (Λήµµα 15), άρα y << z  αλλά     

x f z.  

 Τελικά υποθέτουµε ότι το y – x είναι είτε φωτοειδές και παρελθοντικά 

κατευθυνόµενο, είτε χωροειδές (δες σχήµα 7 (α) ή (β) αντίστοιχα). 

 

 Σε κάθε περίπτωση παράγεται ένα z στο ℳ µε y << z, αλλά x f z µε τον ίδιο 

τρόπο. 

 Σταθεροποιούµε µια αδρανειακή βάση {eα} για το ℳ µε x = xαeα και y = yαeα. 

Αν y – x είναι φωτοειδές και παρελθοντικά κατευθυνόµενο, τότε x4 – y4 > 0. Αν y – x 

είναι χωροειδές, µπορούµε να εκλέξουµε τη βάση έτσι ώστε πάλι x4 – y4 > 0. Τώρα, 

για κάθε n = 1, 2, 3, … ορίζουµε zn ∊ ℳ µε  

zn = y1 e1 + y2e2 + y3e3 +(y4 + 
��)e4 

Τότε το zn – y = 
�� e4 είναι χρονοειδές και µελλοντικά κατευθυνόµενο, άρα y << zn για 

κάθε n. Όµως   ;(zn – x) = [(zn – y) + (y – x)]2 

       = ;(zn – y) + 2(zn – y) (y – x) + ;(y – x) 

= � 1¾� + 2¾ (�� � ò�) + ;(ò � �) 

= ;(ò � �) + 1¾ �2(�� � ò�) + 1¾� 

Σχήμα 7 
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 Αφού ;(y – x) > 0 και 2(x4 – y4) > 0, µπορούµε να επιλέξουµε το n 

κατάλληλα µεγάλο, ώστε ;(zn – x) > 0. Γι αυτό το n, το z = zn ικανοποιεί την y << z 

αλλά xfz. 

 

 Όµοια, µπορούµε να δείξουµε ότι για διακεκριµένα γεγονότα x και y του ℳ 

   x << y αν και µόνο αν  ø � ≮  ò     Á�Â� o ô o ò ²Â� Áά	®Â® ô h  ℳö 
 

Μια απεικόνιση F : ℳ → ℳ καλείται ένας αιτιολογικός (causal) αυτοµορφισµός 

αν είναι 1-1, επί και οι F και F-1 διατηρούν τη σχέση <, δηλαδή x < y ⇔ F(x) < F(y).  

Παρατηρήσεις 

   1) Η F δεν απαιτείται να είναι γραµµική ή συνεχής. 

   2) Προφανώς η F είναι αιτιολογικός αυτοµορφισµός αν διατηρεί την <<, όπως 

φαίνεται από το Λήµµα 21. 

 

 Σκοπεύουµε στη συνέχεια να δώσουµε µια απόδειξη του εκπληκτικού 

αποτελέσµατος του Zeeman στο οποίο αναφερθήκαµε στην εισαγωγή. Για τη 

διατύπωση του θεωρήµατος ορίζουµε µια παράλληλη µετατόπιση (translation) του ℳ να είναι µια απεικόνιση Τ: ℳ → ℳ του τύπου Τ(υ) = υ + υο για κάποιο σταθερό 

υο ∊ ℳ και µια διαστολή (dilation) να είναι µια απεικόνιση Κ : ℳ → ℳ τέτοια 

ώστε Κ(υ) = kυ, για κάποιον θετικό πραγµατικό αριθµό k. 

 Ένας ορθογώνιος µετασχηµατισµός L : ℳ → ℳ, θα λέγεται ορθόχρονος 

(orthochronous), αν x · Lx < 0 για κάθε χρονοειδές ή φωτοειδές µη µηδενικό x. 

 

Λήµµα 22: Κάθε παράλληλη µετατόπιση, διαστολή, ορθόχρονος ορθογώνιος 

µετασχηµατισµός ή κάθε σύνθεση τέτοιων απεικονίσεων είναι ένας αιτιολογικός 

αυτοµορφισµός. 

Απόδειξη: 

 Έστω x < y. Τότε Τx = x + υo, Ty = y + υο, άρα το Τy – Tx = y – x είναι 

φωτοειδές και µελλοντικά κατευθυνόµενο άρα η Τ διατηρεί την < και εποµένως είναι 

ένας αιτιολογικός αυτοµορφισµός. Όµοια είναι Κy – Kx = k(y – x) και εποµένως       ;(Κy – Kx) = k2 ;(y – x) = 0, δηλαδή Κx < Ky. Τέλος, αν x · Lx < 0 και y · Ly < 0 

τότε ;(Ly – Lx) = ;(Ly) + ;(Lx) – 2LyLx = ;(y) + ;(x� – 2 LyLx ' 0.  
(Από το Λήµµα 4, κάθε ορθογώνιος µετασχηµατισµός διατηρεί την τετραγωνική 

µορφή, δηλαδή ;(Lx) = ;(x)). 
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Θεώρηµα 23: Έστω F : ℳ → ℳ ένας αιτιολογικός αυτοµορφισµός του ℳ. Τότε, 

υπάρχει ένας ορθόχρονος ορθογώνιος µετασχηµατισµός L : ℳ → ℳ, μια μεταφορά 
Τ: ℳ → ℳ και µια διαστολή Κ : ℳ → ℳ τέτοιες ώστε F = T ∘ K ∘ L. 

 Για την απόδειξη του θεωρήµατος θα χρειαστούµε µια πεντάδα ληµµάτων την 

οποία παρουσιάζουµε ευθύς αµέσως. 

 

Λήµµα 23α: Ένας αιτιολογικός αυτοµορφισµός F : ℳ → ℳ απεικονίζει ακτίνες 

φωτός σε ακτίνες φωτός. Ειδικότερα, αν x < y και Rx,y είναι η ακτίνα φωτός διαµέσου 

του x και y, τότε  F(Rx,y) = RF(x),F(y). 

Απόδειξη: 

 Αφού οι F και F-1 διατηρούν την <, η F απεικονίζει φωτοειδείς κώνους σε 

φωτοειδείς κώνους και εποµένως ισχύουν F(CN(x)) =CN(F(x)) και F(CN(y)) 

=CN(F(y)). Από το θεώρηµα 3, Rx,y = CN(x) ⋂ CN(y) και RF(x),F(y) = CN(F(x)) ⋂ 

CN(F(y)). ∆ηλαδή, 

   F(Rx,y) = F(CN(x) ⋂ CN(y)) 

    = F(CN(x)) ⋂ F(CN(y))) 

    = CN(F(x)) ⋂ CN(F(y)) 

    = RF(x),F(y) 

Λήµµα 23β: Ένας αιτιολογικός αυτοµορφισµός F : ℳ → ℳ απεικονίζει παράλληλες 

ακτίνες φωτός σε παράλληλες ακτίνες φωτός. 

Απόδειξη: 

 Έστω R1 και R2 δύο διακεκριµένες παράλληλες ακτίνες φωτός στο ℳ και P 

ένα (2-διάστατο) επίπεδο που τις περιέχει. Κάθε επίπεδο στο ℳ είναι µια παράλληλη 

µετατόπιση ενός επιπέδου διαµέσου της αρχής που περιέχει 0, 1 ή 2 ανεξάρτητα 

φωτοειδή διανύσµατα (εξαρτάται από το αν το επίπεδο είναι εξ ολοκλήρου εκτός του 

φωτοειδούς κώνου, αν είναι εφαπτόµενο σε αυτούς τους φωτοειδείς κώνους, ή αν 

τέµνεται από όλους τους χρονικούς κώνους του). Όµως, µόνο οι δύο τελευταίες 

περιπτώσεις σχετίζονται µε το Ρ. 

 Υποθέτουµε αρχικά ότι το Ρ περιέχει δύο ανεξάρτητες φωτοειδείς 

κατευθύνσεις. Τότε, περιέχει δύο οικογένειες {Ra}και{Sb} ακτινών φωτός µε όλα τα 

Ra παράλληλα στα R1 και R2 και όλα τα Sb παράλληλα σε κάποια ακτίνα φωτός η 

οποία τέµνει και τις δύο ακτίνες R1 και R2. Έτσι οι οικογένειες {F(Ra)}και{F(Sb)} 

είναι δύο οικογένειες ακτινών φωτός στο ℳ µε τις ακόλουθες ιδιότητες : 

 1. Οι F(Ra) δεν τέµνονται ανά ζεύγη. 



62 

 

 2. Οι F(Sb) δεν τέµνονται ανά ζεύγη. 

 3. Κάθε F(Ra)τέµνει κάθε F(Sb). 

 Για να δείξουµε ότι τα F(R1) και F(R2) είναι παράλληλα, αρκεί (αφού δεν 

τέµνονται) να δείξουµε ότι είναι συνεπίπεδα. Ας υποθέσουµε ότι δεν είναι. Τότε οι 

F(R1) και F(R2) εκτείνονται σε κάποιον 3- διάστατο οµοπαράλληλο (affine) υπόχωρο 

R3
 του ℳ. Αφού, κάθε F(Sb) τέµνει και τις δύο F(R1) και F(R2), πρέπει να βρίσκεται 

και αυτό στο R3.  Έτσι, από την παραπάνω ιδιότητα 3, όλες οι F(Ra) περιέχονται στο 

R3
 . Ισχυριζόµαστε ότι, σαν αποτέλεσµα αυτού του γεγονότος, καµία F(Ra) δεν 

µπορεί να είναι συνεπίπεδη είτε µε την F(R1) είτε µε την F(R2) (εκτός εάν a=1 ή a=2). 

Ας υποθέσουµε αντιθέτως ότι κάποια F(Ra) ήταν συνεπίπεδη, έστω η F(R1). Κάθε 

F(Sb) τέµνει τις F(Ra) και F(R1) άρα εκτείνεται σε αυτό το επίπεδο. Αφού η F(R2) δεν 

εκτείνεται (εξ υποθέσεως) σε αυτό το επίπεδο, µπορεί να το τέµνει σε ένα το πολύ 

σηµείο. Έτσι, η F(R2) τέµνει το πολύ µία από τις F(Sb) και αυτό έρχεται σε αντίθεση 

µε την παραπάνω ιδιότητα 3. Συνεπώς, µπορούµε να επιλέξουµε µια F(R3) έτσι, ώστε 

δύο από τις { F(R1), F(R2), F(R3) } να µην είναι συνεπίπεδες. Αφού η {F(Sb)} είναι 

τότε η οικογένεια των ευθειών στο R3 , η οποία τέµνει όλες τις {F(R1), F(R2), 

F(R3)}, είναι η οικογένεια των γενετειρών για ένα υπερβολοειδές ενός κώνου στο R3. 

Με τον ίδιο τρόπο µπορούµε να δείξουµε ότι η {F(Ra)} είναι µια άλλη οικογένεια 

γενετειρών αυτού του υπερβολοειδούς. Όµως τότε κάθε F(Ra) θα πρέπει να είναι 

παράλληλο µε κάποιο F(Sb) γεγονός το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε την παραπάνω 

ιδιότητα 3. 

 Τέλος, θεωρούµε την περίπτωση στην οποία το P περιέχει µόνο µία 

ανεξάρτητη φωτοειδή κατεύθυνση (και εποµένως είναι εφαπτόµενο σε κάθε έναν από 

τους µηδενικούς κώνους). Για οποιοδήποτε σηµείο στο ℳ υπάρχει µια ακτίνα φωτός 

διαµέσου του σηµείου αυτού παράλληλη και στα δύο R1 και R2. Αφού το εφαπτόµενο 

επίπεδο σε κάθε σηµείο του R1 είναι (µόνο) 3-διάστατο και αφού το ίδιο ισχύει και 

για το R2, µπορούµε να επιλέξουµε µια φωτεινή  ακτίνα R3 παράλληλη και στις δύο 

ακτίνες R1 και R2 που να µην ανήκει σε κανένα από τα δύο εφαπτόµενα επίπεδα. 

Έτσι, το επιχείρηµα που χρησιµοποιήσαµε παραπάνω, βρίσκει εφαρµογή και για τις 

ακτίνες R1 και R3, καθώς και για το ζευγάρι R2, R3. Συνεπώς, οι F(R1) και F(R2) είναι 

και οι δύο παράλληλες στην F(R3) και εποµένως είναι παράλληλες µεταξύ τους. 

 

 Έστω Rx,y = {x + r(y – x) : r ∊ ℜ} µια ακτίνα φωτός και F(Rx,y) = {F(x) + 

s(F(y) – F(x)) : s ∊ ℜ} η εικόνα του µέσω της F. Θεωρούµε το s ως µια συνάρτηση 
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του r: s = f(r). Το επόµενο ζήτηµα που θα µας απασχολήσει, είναι να δείξουµε ότι 

αυτή η συνάρτηση είναι γραµµική, δηλαδή ότι f(r + t) = f(r) + f(t) και f(tr) = tf(r) για 

κάθε r, t ∊ ℝ. 

 Μια απεικόνιση g : Rx,y → Rx,y λέγεται παράλληλη µετατόπιση (translation) 

της Rx,y, αν υπάρχει ένα σταθερό t ∊ ℝ τέτοιο ώστε 

g(x + r(y – x)) = x + (r + t) (y – x) 

για κάθε r ∊ ℝ. Θα λέµε ότι η παράλληλη µετατόπιση g της R ανυψώνεται (lifts to) 

στην F(R), αν υπάρχει µια παράλληλη µετατόπιση e : F(R) → F(R) όπως αυτή που 

δείχνει το διάγραµµα, δηλαδή τέτοια ώστε F ∘ g = e ∘ F.  

R  
          ý          þ�������  F(R) 

         g     e 

R   
          ý          þ�������   F(R) 

Θα δείξουµε ότι στην πραγµατικότητα, όλες οι παράλληλες µετατοπίσεις της R 

ανυψώνονται στην F(R).  

Λήµµα 23γ: Έστω R µια ακτίνα φωτός , g : R→R µια παράλληλη µετατόπιση της R 

και F : ℳ → ℳ ένας αιτιολογικός αυτοµορφισµός. Τότε, η g ανυψώνεται σε µια 

παράλληλη µετατόπιση e της F(R). 

Απόδειξη: 

 Για την απόδειξη θα κατασκευάσουµε µια οικογένεια παράλληλων 

µετατοπίσεων του R που ξεκάθαρα υψώνονται και µετά θα αποδείξουµε ότι αυτή η 

οικογένεια εξαντλεί όλες τις παράλληλες µετατοπίσεις του R. 

 Επιλέγουµε µια ακτίνα φωτός R1 παράλληλη στην R και τέτοια ώστε το 

επίπεδο των R και R1 να περιέχει δύο ανεξάρτητες φωτοειδείς κατευθύνσεις. Αυτό το 

επίπεδο όµως περιέχει µια οικογένεια {Sb} από παράλληλες ακτίνες φωτός που 

τέµνουν τις R και R1. Η οικογένεια {Sb} όµως καθορίζει µια προφανή παράλληλη 

απεικόνιση µετατόπισης g1 του R στο R1 (σχήµα 8). Αφού η F µεταφέρει παράλληλες 

ακτίνες φωτός σε παράλληλες ακτίνες φωτός, υπάρχει µια παράλληλη µετατόπιση e1 

του F(R) στο F(R1) για την οποία το παρακάτω διάγραµµα αντιµετατίθεται. 

R  
          ý          þ�������  F(R) 

         g1     e1 

R1  
          ý          þ�������  F(R1) 
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 Τώρα επιλέγουµε µια ακτίνα φωτός R2 παράλληλη στην R1 (και εποµένως 

στην R) τέτοια ώστε τα επίπεδα των R1 και R2 και των R και R2 να περιέχουν και τα 

δύο από δύο ανεξάρτητες µηδενικές κατευθύνσεις.  

 

Κατασκευάζουµε τις g2, e2 και τις g3, e3 όπως πριν έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα 

να αντιµετατίθεται. 

 

 

R  
          ý          þ�������  F(R) 

         g1     e1 

R1  
          ý          þ�������  F(R1) 

         g2     e2 

R2  
          ý          þ�������  F(R2) 

         g3     e3 

R   
          ý          þ�������   F(R) 

 

Τώρα συνθέτουµε τα παραπάνω και παίρνουµε το διάγραµµα: 

R  
          ý          þ�������  F(R) 

             g = g3 ∘ g2 ∘ g1        e = e3 ∘ e2 ∘ e1 

R   
          ý          þ�������  F(R)  

 

Σχήμα 8 
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 Παρατηρείστε ότι αν οι R, R1 και R2 ήταν όλες συνεπίπεδες, τότε οι g και e θα 

έπρεπε απαραιτήτως να ήταν και οι δύο η ταυτοτική απεικόνιση. Αφού είναι g και e, 

που είναι συνθέσεις των παράλληλων µετατοπίσεων, είναι παράλληλες µετατοπίσεις 

των R και F(R), αντίστοιχα. Συνεπώς, οποιαδήποτε παράλληλη µετατόπιση g του R 

κατασκευασµένη µε αυτόν τον τρόπο ως σύνθεση τριών τέτοιων παράλληλων 

µετατοπίσεων ανυψώνεται στο F(R).  

 Η απόδειξη θα ολοκληρωθεί αν µπορέσουµε να δείξουµε ότι για κάποια 

συγκεκριµένη ακτίνα φωτός R΄, κάθε παράλληλη µετατόπιση της R΄ 

πραγµατοποιείται ως σύνθεση τέτοιων µετατοπίσεων. Πράγµατι, αν αυτό αποδειχθεί 

για κάποια ακτίνα  R΄, µπορούµε να δείξουµε ότι είναι επίσης αληθές και για το R ως 

εξής: 

 Επιλέγουµε µια σύνθεση G µιας παράλληλης µετατόπισης και ενός 

ορθόχρονου ορθογώνιου µετασχηµατισµού που µεταφέρει την R στην R΄ (θα πρέπει 

εδώ να πιστέψετε ότι αυτό µπορεί να γίνει ή αλλιώς δείτε το θεώρηµα ΧΧΧ). Αφού η 

G είναι αφινική, µια παράλληλη µετατόπιση g του R ανυψώνεται σε µια παράλληλη 

µετατόπιση g ΄= G ∘ g ∘ G-1 του R΄. Αντικαθιστούµε τώρα το ǵ  ως µια σύνθεση    

g΄= g3΄∘ ǵ 2 ∘ ǵ 1 παράλληλων µετατοπίσεων, όπως παραπάνω. Τότε 

g = G-1 ∘ g3΄∘ ǵ 2 ∘ ǵ 1 ∘ G = (G-1 ∘ g3΄∘ G) ∘ (G-1 ∘ ǵ 2 ∘ G) ∘ (G-1 ∘ ǵ 1 ∘ G) 

Επιπλέον, αφού οι G, G-1 είναι αιτιολογικοί αυτοµορφισµοί  και εποµένως διατηρούν 

τις παράλληλες ακτίνες φωτός από το λήµµα 23β, µπορούµε να παράγουµε µια 

ανάλυση 

R = G-1(R΄)           �¶          þ������� G-1(R1΄)           ��          þ������� G-1(R2΄)           �Å          þ������� G-1(R΄) = R 

του g σε µια σύνθεση παράλληλων µετατοπίσεων gi = G-1 ∘ gi΄ ∘ G, όπως ήταν το 

ζητούµενο. 

 H συγκεκριµένη ακτίνα φωτός στην οποία επιλέγουµε να εστιάσουµε την 

προσοχή µας λαµβάνεται ως εξής: Επιλέγουµε και σταθεροποιούµε µια αδρανειακή 

βάση {ea} και έστω R΄ η ακτίνα φωτός που περνάει από τα σηµεία x = (0, 0, 0, 0) και 

y = (0, 0, 1, 1). Τώρα, θεωρούµε µια παράλληλη µετατόπιση ǵ  του R΄ που ορίζεται 

από τη σχέση ǵ (x + r(y – x)) = ǵ(0, 0, r, r) = (0, 0, r + t, r + t). Συγκεκριµένα η ǵ  

µεταφέρει το x = (0, 0, 0, 0) στο ǵ (x) = (0, 0, t, t). 

  Έστω x1 = (0, -t, 0, -t) και x2 = (0, 0, 0, 2t) και παίρνουµε R΄1 και R΄2 να είναι 

ακτίνες φωτός παράλληλες στην R΄ που να διέρχονται από τα x1 και x2 αντίστοιχα. 

Ισχυριζόµαστε ότι οι επιθυµητές παράλληλες µετατοπίσεις ǵ 1, ǵ 2, και ǵ 3 

καθορίζονται και µάλιστα ότι 
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   x           �΄¶          þ�������� x1           �΄�          þ�������� x2           �΄Å          þ�������� ǵ (x)                    (1.6.1) 

έτσι ώστε ǵ (x) = (ǵ 3 ∘ ǵ 2 ∘ ǵ 1)(x). Αφού το ǵ 3 ∘ ǵ 2 ∘ ǵ 1 είναι µια παράλληλη 

µετατόπιση του R΄, που συµπίπτει µε τη ǵ  στο x = (0, 0, 0, 0), τότε ǵ  = ǵ 3∘g΄2∘g΄1. 

Όλες οι επαληθεύσεις στην (1.6.1) είναι ίδιες και έτσι τις δείχνουµε µόνο από το ότι 

g΄1(x) = x1 (σχήµα 9). 

 Παρατηρήστε ότι το επίπεδο που σχηµατίζεται από τις R΄ και R΄1 µπορεί να 

περιέχει το πολύ 2 οικογένειες παράλληλων ακτινών φωτός. Οι ακτίνες φωτός που 

είναι παράλληλες στο R΄ (και στο R΄1) αποτελούν µια τέτοια οικογένεια. Από τη 

στιγµή που η γραµµή η οποία ενώνει τα x και x1 είναι επίσης µηδενική και µη 

παράλληλη στην R΄ πρέπει να ανήκει στη δεύτερη οικογένεια. Οπότε η ǵ 1 υπάρχει 

και, προφανώς, ǵ 1(x) = x1. 

 

 Με το λήµµα 23γ µπορούµε να δείξουµε ότι ένας αιτιολογικός 

αυτοµορφισµός είναι γραµµικός πάνω σε κάθε ακτίνα φωτός. Συγκεκριµένα, 

µπορούµε να δείξουµε ότι: 

 

Λήµµα 23δ : Έστω R = {x + r(y – x) : x < y, r ∊ ℝ} µια ακτίνα φωτός, F: ℳ → ℳ  

ένας αιτιολογικός αυτοµορφισµός και F(R) = {F(x) + s(F(y) – F(x)) : s ∊ ℝ} η εικόνα 

της R µέσω της F. Τότε, θεωρώντας το s ως συνάρτηση του r, έστω s = f(r), έχουµε 

f(r + t) = f(r) + f(t) και f(t · r) = t · f(r) για κάθε r και t στο ℝ. 

Απόδειξη: 

 Αρχικά παρατηρούµε ότι f(0) = 0. Τώρα, σταθεροποιούµε ένα t στο ℝ. 

Θέλουµε να δείξουµε ότι, για οποιοδήποτε r στο ℝ, f(r + t) = f(r) + f(t) ,δηλαδή, ότι 

                  F(x + (r + t)(y – x )) = F(x) + (f(r) + f(t))(F(y) – F(x))           (1.6.2) 

 Έστω η g : ℝ → ℝ που εκτείνει την παράλληλη µετατόπιση του R κατά t, 

δηλαδή, g(x + r(y – x)) = x + (r + t)(y – x). Από το λήµµα 23γ, υπάρχει µια 

Σχήμα 9 
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παράλληλη µετατόπιση  e: F(R) → F(R) του F(R) τέτοια ώστε F ∘ g = e ∘ F. Ας 

υποθέσουµε ότι η e είναι η παράλληλη µετατόπιση του F(R) κατά u = u(t), δηλαδή, 

ότι e(F(x) + s(F(y) – F(x))) = F(x) + (s + u(t))(F(y) – F(x)). Τότε 

  F(x + (r + t)(y – x)) = F(g(x + r(y – x))) 

             = F ∘ g(x + r(y – x)) 

             = e ∘ F(x + r(y – x)) 

             = e(F(x) + f(r)(F(y) – F(x))) 

             = F(x) + [f(r) + u(t)](F(y) – F(x)) 

οπότε f(r + t) = f(r) + u(t) για κάθε r. Θέτοντας r = 0 παίρνουµε f(t)=f(0)+u(t) =u(t) 

οπότε παίρνουµε το f(r + t) = f(r) + f(t) που θέλουµε. 

 Ειδικότερα, είναι  f(2r) = f(r+r) = 2f(r) και εποµένως επαγωγικά βρίσκουµε 

ότι  f(nr) = nf(r) για n = 0,1,2,...  Επιπλέον, f(r) = f(–r + 2r) = f(–r) + 2f(r) άρα         

f(–r) = –f(r) και (πάλι µε επαγωγή) f(nr) = nf(r) για n = 0, + 1, + 2,… Αν m είναι 

επίσης ένας ακέραιος και n ένας µη µηδενικός ακέραιος, είναι nf(
��  r) = f(mr) = mf(r) 

άρα f(
�� r) = 

�� f(r). Εποµένως, f(tr) = tf(r) για κάθε ρητό αριθµό t. Τέλος, 

παρατηρούµε ότι, αφού η F διατηρεί την σχέση < στο ℳ, η f διατηρεί τη < στο ℝ και 

γι αυτό είναι συνεχής στο ℝ. Επειδή κάθε πραγµατικός αριθµός t είναι το όριο µιας 

σειράς από διαδοχικούς πραγµατικούς αριθµούς, βρίσκουµε ότι f(tr) = tf(r) για κάθε t 

στο ℝ και η απόδειξη έχει ολοκληρωθεί. 

 

 Από το λήµµα  23δ συµπεραίνουµε ότι αν Rx,y = {x + r(y – x) : r ∊ ℝ} είναι 

µια ακτίνα φωτός και F ένας αιτιολογικός αυτοµορφισµός, τότε υπάρχει µια µη 

µηδενική σταθερά k, που ονοµάζεται συντελεστής επέκτασης του F στο Rx,y, τέτοια 

ώστε   F(Rx,y) = {F(x) + kr(F(y) – F(x)) : r ∊ ℝ}. 

Λήµµα 23ε : Έστω F: ℳ → ℳ  ένας αιτιολογικός αυτοµορφισµός. Τότε η F είναι 

µια αφινική απεικόνιση, δηλαδή η σύνθεσή του µε κάποια παράλληλη µετατόπιση 

του ℳ (πιθανόν την ταυτοτική) είναι ένας γραµµικός µετασχηµατισµός. 

Απόδειξη: 

 Αρχικά µπορούµε να θεωρήσουµε ότι F(0) = 0, αρκεί να συνθέσουµε την F µε 

µια κατάλληλη παράλληλη µετατόπιση και έτσι το πρόβληµα είναι να δείξουµε ότι η 

F είναι γραµµική (η σύνθεση ενός αιτιολογικού αυτοµορφισµού και µιας παράλληλης 

µετατόπισης είναι ξεκάθαρα ένας αιτιολογικός αυτοµορφισµός). 
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 Επιλέγουµε µια βάση (v1,v2,v3,v4) για το ℳ που αποτελείται από φωτοειδή 

διανύσµατα. Προσδιορίζουµε την απεικόνιση G: ℳ → ℳ µε 

�(ò) = � �Z ò^Y^
�

^_� � = Z ò^�(Y^)�
^_�    ²Â� Áά¹&   ò = Z ò^Y^

�
^_�  

(για το υπόλοιπο αυτής της απόδειξης δεν θα χρησιµοποιούµε την αθροιστική 

σύµβαση αλλά το σύµβολο Σ, όπου εννοείται άθροιση). Η G είναι προφανώς 

γραµµική και θα δείξουµε ότι η F είναι γραµµική δείχνοντας ,στην πραγµατικότητα, 

ότι F = G. Για κάθε i = 1,2,3,4 θέτουµε το ℳi να προσδιορίζει τον υπόχωρο του M 

που παράγεται από τα {v j : j < i}. Έτσι το ℳ1 είναι µια ακτίνα φωτός και το ℳ4 είναι 

όλο το ℳ. Αποδεικνύουµε ότι η �|ℳ¦ ö = �|ℳ¦ ö, για όλα τα i = 1, 2, 3, 4. 

 Για i = 1 είναι προφανές αφού F(v1) = G(v1) και από το λήµµα 23δ, η F είναι 

γραµµική στον ℳ1. Τώρα υποθέτουµε ότι i = 2, 3, ή 4 και ότι  �|ℳ¦	¶ ö = �|ℳ¦	¶ ö. Από 

αυτό δείχνουµε ότι �|ℳ¦ ö = �|ℳ¦ ö ως εξής: Κάθε y στο ℳi µπορεί να αναπαρασταθεί 

µε µοναδικό τρόπο ως y = x + yivi, όπου το x είναι στο ℳi-1 και δεν εννοείται 

άθροισµα ως προς i στο yivi. Έτσι, το y – x = yivi είναι µηδενικό, αφού και vi είναι 

φωτοειδές. Θεωρούµε 2 ακτίνες φωτός, η πρώτη (R1) περνάει από τα x και y και η 

δεύτερη (R2) από τα 0 και yivi (βλέπε σχήµα 10). Οι R1 και R2 είναι παράλληλες και 

εποµένως και οι F(R1) και F(R2) είναι παράλληλες σύµφωνα µε το λήµµα 23β. 

Επιπλέον, αν οι συντελεστές επέκτασης του F στις R1 και R2 δεν ήταν ίδιοι, τότε οι 

εικόνες των ακτίνων φωτός στο F που τέµνουν και την R1 και την R2 δεν θα ήταν 

παράλληλες (σε περίπτωση που δεν υπάρχει τέτοια οικογένεια χρησιµοποιούµε µια 

τρίτη ακτίνα φωτός R3 όπως και στην απόδειξη του λήµµατος 23β). Συνεπώς, 

υπάρχει ένας µη µηδενικός αριθµός k τέτοιος ώστε : 

  F(R1) = {F(x) + kr(F(y) – F(x)) : r ∊ ℝ} 

και 

Σχήμα 10 
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  F(R2) = {F(0) + kr(F(yivi) – F(0)): r ∊ ℝ} 

            = {0 + kr(F(yivi) – 0) : r ∊ ℝ}. 

 Επειδή οι F(R1) και F(R2) είναι παράλληλες και για r = 0 παίρνουµε         

F(R2) = 0 και F(R1) = F(x), η παράλληλη µετατόπιση του F(R2) κατά F(x) δίνει F(R1). 

Για r = 1 αυτό δίνει 

  F(x) + [0 + k(F(yivi) – 0)] = F(x) + k(F(y) – F(x)), 

δηλαδή, 

    F(yivi) = F(y) – F(x). 

Έτσι, 

    F(y) = F(x) + F(yivi) 

           = G(x) + F(yivi)    ,     αφού το x ∊ ℳi-1 

           = G(x) + yi F(vi)    ,    από λήµµα 23δ 

           = G(x) + yi G(vi) 

           = G(x) + G(yivi)    ,  από τη γραµµικότητα της G 

           = G(x + yivi) 

           = G(y) 

και η απόδειξη έχει ολοκληρωθεί. 

 

Απόδειξη του θεωρήµατος 23: 

 Σύµφωνα µε το λήµµα 23ε, υπάρχει µια παράλληλη µετατόπιση,                    

T-1 : ℳ → ℳ, τέτοια ώστε η T-1 ∘ F να είναι γραµµική. Για να ολοκληρώσουµε την 

απόδειξη χρειάζεται να παράγουµε µια θετική σταθερά 
�

 τέτοια ώστε η 

�

 T-1 ∘ F να 

διατηρεί την τετραγωνική µορφή στο ℳ. Γι αυτό, από το λήµµα 4, η  
�

 T-1 ∘ F είναι 

ένας (αναγκαστικά ορθόχρονος) ορθογώνιος µετασχηµατισµός L. Συµβολίζοντας µε 

Κ τη διαστολή Κ(v) = kv και µε L την 
�

 T-1 ∘ F, όµως παίρνουµε ότι F = T ∘ L ∘ K 

όπως θέλουµε. 

 Αφού οι δύο απεικονίσεις η T-1 ∘ F και η αντίστροφή της κάνουν µηδέν στο 

µηδέν και διατηρούν την <, η T-1 ∘ F µεταφέρει το µηδενικό κώνο CΝ(0) στον εαυτό 

του, δηλαδή Q(x) = 0 αν και µόνο αν Q(T-1 ∘ F(x)) = 0. Αφού η T-1 ∘ F είναι 

γραµµική, οι Q(x) και Q(T-1 ∘ F(x))  είναι τετραγωνικές µορφές και, όπως έχουµε 

παρατηρήσει, έχουν τον ίδιο πυρήνα, δηλαδή µηδενίζονται από τα ίδια x. Αλλά δύο 

τετραγωνικές µορφές µε τον ίδιο πυρήνα διαφέρουν το πολύ κατά µία 

πολλαπλασιαστική σταθερά (θεώρηµα 14.10 του [Κ]) και έτσι υπάρχει µια σταθερά 
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k΄ έτσι ώστε Q(x) =  ḱ  Q(T-1 ∘ F(x)), για όλα τα x. Αλλά η T-1 ∘ F είναι ένας 

αιτιολογικός αυτοµορφισµός και εποµένως διατηρεί τον άνω χρονοειδή κώνο. 

Συγκεκριµένα, Q(x) < 0 αν και µόνο αν Q(T-1 ∘ F(x)) < 0 , οπότε το k΄ πρέπει να είναι 

θετικό. Θέτοντας k = (ḱ )-1/2  έχουµε ;(x) = ;(
�

 T-1 ∘ F (x)) και συνεπώς η 

�

 T-1 ∘ F 

διατηρεί την τετραγωνική µορφή του ℳ και η απόδειξη έχει ολοκληρωθεί. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



71 

 

1.7. Μετασχηματισμοί στροφής και η ομάδα Lorentz 

 Σε αυτή την ενότητα θα αναπτύξουµε µια καινούρια και πολύ ισχυρή τεχνική 

για την κατασκευή και την µελέτη των µετασχηµατισµών Lorentz. Το βασικό 

εργαλείο είναι ένας συγκεκριµένος οµοµορφισµός (που λέγεται «απεικόνιση spinor») 

από την οµάδα των 2 x 2 µιγαδικών πινάκων µε µοναδιαία ορίζουσα στην οµάδα 

Lorentz ℒ. Με αυτόν θα αποκαλύψουµε µια αξιοπρόσεκτη σύνδεση µεταξύ των 

µετασχηµατισµών Lorentz  και των γνωστών κλασµατικών γραµµικών 

µετασχηµατισµών της µιγαδικής ανάλυσης. Αυτό, σε ανταπόδοση έχει να µας πει 

µερικά εντυπωσιακά πράγµατα για την οµάδα Lorentz και το φαινόµενο της 

συστολής του µήκους.  

 Ξεκινάµε αναφέροντας µερικούς συµβολισµούς: Με �2x2 συµβολίζουµε το 

σύνολο όλων των 2x2 πινάκων  ê = ��^�� = �ë�� ë��ë�� ë��� µε στοιχεία µιγαδικούς 

αριθµούς. Χρησιµοποιώντας την άνω µπάρα για να συµβολίζουµε τον συζυγή6 ενός 

µιγαδικού αριθµού, ο ανάστροφος συζυγής Α* του Α ορίζεται ως ο                      

ê = �ë��� ë���ë��� ë����.  Ένας πίνακας Η ∊ �2x2 λέγεται Ερµιτιανός αν Η* = Η και θα 

συµβολίζουµε µε ℋ2 το σύνολο αυτών των πινάκων. 

Πρόταση 24: Κάθε Ερµιτιανός πίνακας Η ∊ �2x2 εκφράζεται κατά µοναδικό τρόπο 

στη µορφή  

� = � �� + �� �� +  ���� �  �� ��� + ���                              (1.7.1) 

όπου οι xα, α = 1, 2, 3, 4 είναι πραγµατικοί αριθµοί. Μάλιστα, η αναπαράσταση 

(1.7.1) είναι ισοδύναµη µε την  

    Η = x1σ1 + x2 σ2 + x3σ3 + x4σ4                      (1.7.2) 

όπου σi, είναι οι πίνακες περιστροφής του Pauli  

�� ' �0 11 0�   ,   �� ' � 0  �  0�   ,   �� ' �1 00 �1� 
και σ4 είναι ο 2x2 µοναδιαίος πίνακας. 

Απόδειξη: 

 Πρέπει Η* = Η, δηλαδή ��� +  �� �� +  ���� +  �� �� +  ��� ' ��� �  �� �� �  ���� �  �� �� �  ���, µε 
αi, bi ∊ ℝ για i = 1, 2, 3, 4. Τότε όµως έχουµε (εξισώνοντας τα στοιχεία των δύο 

πινάκων): 

 α1 + ib1 = α1 – ib1   δηλαδή b1 = 0 και εποµένως α11 ∊ ℝ 

                                                           
6
 Συζυγής του μιγαδικού αριθμού z = α + ib λέγεται ο μιγαδικός αριθμός ô � = α – ib. 
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 α4 + ib4 = α4 – ib4   δηλαδή b4 = 0 και εποµένως α22 ∊ ℝ 

 α2 + ib2 = α3 – ib3    δηλαδή  α2 – α3 = i(b2 + b3), οπότε α2 = α3 και b2 = - b3, 

άρα οι α12 και α21 είναι συζυγείς µιγαδικοί αριθµοί. 

 Εποµένως ο πίνακας Η παίρνει τη ζητούµενη µορφή αφού για δύο τυχαίους 

πραγµατικούς αριθµούς α και β ισχύει ότι 

� + « = � + «2 + �� + «2 � �� Á�Â � � « = � + «2 � �� + «2 � �� 

Η ισοδυναµία της έκφρασης (1.7.1) µε την (1.7.2) είναι προφανής.  

 Ορίζουµε µε SL(2,�) το σύνολο όλων των πινάκων Α ∊ �2x2 µε ορίζουσα 1. 

Το SL(2,�) καλείται η ειδική γραµµική οµάδα τάξης 2 και είναι πράγµατι µια 

οµάδα πινάκων, η οποία είναι κλειστή ως προς τον πολλαπλασιασµό και την 

αντιστροφή πινάκων. Τα στοιχεία της SL(2,�) καλούνται συχνά µετασχηµατισµοί 

στροφής. Κάθε πίνακας Α στην SL(2,�) αντιστοιχεί σε µια απεικόνιση ΜΑ : ℋ2 →  ℋ2 που ορίζεται ως εξής:  ΜΑ(Η) = ΑΗΑ*, για κάθε Η στο ℋ2 (το ΜΑ(Η) ανήκει στο ℋ2, αφού (ΑΗΑ*)* = (Α*)* Η* Α* = Α Η* Α* = Α Η Α*). Επιπλέον για την ορίζουσα 

του ΜΑ(Η) είναι det(ΜΑ(Η)) = det(AHA*) = (detA) (detH) (detA*) = detH. Όµως η 

ΜΑ(Η) µπορεί κατά µοναδικό τρόπο να γραφεί στη µορφή 

   ΜΑ(Η) =  � ��� + ��� ��� +  ������ �  ��� ���� + ����  (1.7.3) 

για κάποιους πραγµατικούς αριθµούς ��0, α = 1, 2, 3, 4. Υπολογίζοντας τις ορίζουσες 

στις (1.7.1) και (1.7.3) παίρνουµε την ισότητα 

  (���)� + (���)� + (���)� � (���)� = (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 – (x4)2          (1.7.4) 

 Έτσι, η απεικόνιση [xα] → [��0] ορίζεται από τη σχέση 

         � ��� + ��� ��� +  ������ �  ��� ���� + ���� = ê � �� + �� �� +  ���� �  �� ��� + ��� ê      (1.7.5) 

η οποία είναι ξεκάθαρο ότι είναι γραµµική και ότι διατηρεί την τετραγωνική µορφή 

ηαβx
αxβ. Σύµφωνα µε το λήµµα 4, ο πίνακας αυτής της απεικόνισης είναι ένας 

γενικός, οµογενής µετασχηµατισµός Lorentz. Θα επιχειρήσουµε να κατασκευάσουµε 

αυτόν τον πίνακα αποκλειστικά από τα στοιχεία του πίνακα Α = �� «² Ð�. 
Έστω h11 = x3 + x4, h12 = x1 + ix2, h21 = x1 – ix2, h22 = – x3 + x4, και αντίστοιχα 

θεωρούµε τα στοιχεία µε καπέλο. Έχουµε 

³½��½��½��½��
´ = 40   01       1 1  0  01 � 0   0   0 0�1 15 ³��������´ 

το οποίο θα γράφουµε πιο συνοπτικά ως [hij] = G[xi] και όµοια για το �½�^��. 
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Επίσης είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι  

��� = 12 40    10 �  1    0     01    01   0   0 �1  0  1 5 
Μπορούµε επίσης, υπολογίζοντας ακριβώς το γινόµενο ΑΗΑ* να δείξουµε ότι η 

ισότητα ΜΑ(Η) = ΑΗΑ* είναι ισοδύναµη µε την 

���
��½���½���½���½������

�� ' ���
����� �«��²� �Ð � «�� ««�«²� «Ð �²�� ²«�²²� ²Ð � Ð�� Ð«�Ð²� ÐÐ ����

�� ³½��½��½��½��
´ 

την οποία γράφουµε πιο συνοπτικά ως 

�½�^�� ' d��½^�� 
 Συµπερασµατικά, η απεικόνιση [xα] → [��0] που ορίζεται από τη σχέση 

(1.7.5) δίνεται µε βάση το διάγραµµα 

               ��.�      �     þ��� �½^��      ��     þ���� �½�^��      �	¶     þ����� ���.�                         (1.7.6) 

και ο µετασχηµατισµός Lorentz ΛΑ που ορίζεται µέσω της (1.7.5) [ ή της (1.7.6)] από 

τον Α είναι ο ΛΑ = G-1 RA G. 

 Υπολογίζοντας ακριβώς τα στοιχεία του πίνακα ΛΑ, βρίσκουµε ότι 

/�� ' 12 (�Ð � + «�² + «²� + ��Ð)                      /�� =  2 (�Ð � + «�² � «²� � ��Ð) 

/�� =  2 (��Ð � + «�² � «²� + ��Ð)                  /�� = 12 (�Ð � � «�² � «²� + ��Ð) 

/�� = 12 (�«� � ²Ð � + ��« � ²�Ð)                      /�� =  2 (�«� � ²Ð � � ��« + ²�Ð) 

/�� = 12 (�«� + ²Ð � + ��« + ²�Ð)                      /�� =  2 (�«� + ²Ð � � ��« � ²�Ð) 

/�� = 12 (�²� + ��² � «Ð � � «�Ð)                      /�� = 12 (�²� + ��² + «Ð � + «�Ð) 

/�� =  2 (��²� + ��² + «Ð � � «�Ð)                   /�� =  2 (��²� + ��² � «Ð � + «�Ð) 

/�� = 12 (��� � ²²� � ««� + ÐÐ �)                /�� = 12 (��� � ²²� + ««� � ÐÐ �) 

/�� = 12 (��� + ²²� � ««� � ÐÐ �)                /�� = 12 (��� + ««� + ²²� + ÐÐ �) 

                  (1.7.7) 

 Παρατηρούµε ότι το Λ4
4 είναι θετικό και εποµένως ο ΛΑ είναι ορθόχρονος. 

Επιπλέον detΛΑ = det(G-1 RA G) = (det G-1)(det RA)(det G) = det RA και µε απευθείας 
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υπολογισµό βρίσκουµε ότι detRA = (αδ – βγ)2(��Ð � � «�²�)2 = 1 και άρα ο ΛΑ είναι 

κανονικός.  

 Η απεικόνιση Α → ΛΑ της SL(2,�) στην ℒ λέγεται απεικόνιση στροφής. 

Παρατηρείστε ότι αν Α και Β δύο στοιχεία της ειδικής γραµµικής οµάδας τάξης 2, 

τότε 

  ΛΑ ΛΒ = (G-1 RA G)(G-1 RB G) = G-1 (RARB) G                       (1.7.8) 

 Όµως, αφού   ΜΑΒ(Η) = (ΑΒ) Η (ΑΒ)* = Α Β Η Β* Α* = Α(Β Η Β*)Α* =        

= ΜΑ(Β Η Β*) = ΜΑ ∘ ΜΒ (Η) συµπεραίνουµε ότι ΜΑΒ = ΜΑ ∘ ΜΒ και εποµένως  

RAB = RA RB. Έτσι, η (1.7.8) δίνει ότι ΛΑΛΒ = G-1 RAB G και έτσι 

          ΛΑ ΛΒ = ΛΑΒ                           (1.7.9) 

 Εποµένως, η απεικόνιση στροφής διατηρεί τον πολλαπλασιασµό πινάκων, 

δηλαδή, είναι µια οµάδα οµοµορφισµών της SL(2,�) στην ℒ. ∆εν είναι 1-1 αφού από 

την (1.7.7) φαίνεται ότι οι Α και –Α έχουν την ίδια εικόνα στην ℒ. Στην 

πραγµατικότητα, θεωρούµε ότι είναι ακριβώς «δύο προς ένα», δηλαδή, ότι αν Α και 

Β είναι στοιχεία της SL(2,�) και ΛΑ = ΛΒ, τότε Α = + Β. Για να το δούµε αυτό ας 

θεωρήσουµε ότι ο ΑΒ-1 ανήκει στην SL(2,�) και, αφού η απεικόνιση στροφής είναι 

ένας οµοµορφισµός, είναι /��	¶ = /�/�	¶ =  /�(/�)�� = /�(/�)�� = �� (όπου Ι4 

ο µοναδιαίος 4x4 πίνακας). 

 

Πρόταση 25: Για κάθε πραγµατικό αριθµό θ, ορίζουµε τον 2x2 πίνακα Α(θ) µε 

ê(¹) = ³ º»¼½ ¹2 �¼ ¾½ ¹2�¼ ¾½ ¹2 º»¼½ ¹2 ´ 

∆είξτε ότι ο Α(θ) ∊ SL(2,�) και ότι 

ΛΑ(θ) = L(θ) = 4º»¼½¹ 0 0 1  0 �¼ ¾½¹ 0 00  0¼ ¾½¹  0 1  00 º»¼½¹ 5 
 Η απόδειξη είναι στοιχειώδης και προκύπτει µέσω απλών τριγωνοµετρικών 

σχέσεων των υπερβολικών ηµιτόνων και συνηµιτόνων. 

 

 Ένα στοιχείο Α της SL(2,�) καλείται µοναδιαίο (unitary) αν Α-1 = Α*, 

δηλαδή αν 

  �� «² Ð� ��� ²�«� Ð �� ' ���� + ««� �²� + «Ð ���² + «�Ð ²²� + ÐÐ �� ' �1 00 1�                 (1.7.10) 
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Το σύνολο όλων αυτών των πινάκων συµβολίζεται µε SU2 και είναι µια υποοµάδα 

της SL(2,�), δηλαδή η SU2 είναι κι αυτή κλειστή ως προς τον πολλαπλασιασµό και 

την αντιστροφή πινάκων. 

 Πράγµατι, αν Α, Β ∊ SU2, τότε (ΑΒ)-1 = Β-1Α-1 = Β*Α* =(ΑΒ)* και για τον Α-1 

έχουµε ότι Α-1 (Α-1)* = Α-1(Α*)* = Α-1 Α = Ι, άρα Α = (Α-1)-1 = (Α-1)*, δηλαδή τα ΑΒ 

και Α-1 ανήκουν στην SU2. 

 

 Παρατηρούµε ότι αν ο Α είναι στοιχείο της SU2 τότε, από την (1.7.10) το 

στοιχείο στη θέση (4,4) του πίνακα ΛΑ είναι /�� = �� (��� + ««� + ²²� + ÐÐ �) = 1 και 

εποµένως ο ΛΑ είναι µια στροφή στην ℒ από το λήµµα 9. Άρα, η απεικόνιση στροφής 

µεταφέρει την SU2 µέσα στην υποοµάδα περιστροφής ℛ της ℒ. Στην πραγµατικότητα 

απεικονίζει την SU2 πάνω στην ℛ. Για να το δείξουµε αυτό χρειαζόµαστε ένα 

αποτέλεσµα της γραµµικής άλγεβρας, σύµφωνα µε το οποίο κάθε πίνακας στροφής 

3x3 µπορεί να αναπαρασταθεί µέσω των τριών γωνιών Euler7. Έτσι κάθε πίνακας Α 

της SU2 απεικονίζεται µονοσήµαντα σε έναν πίνακα της µορφής  4 �d^�� 0000 0 0 15 

µέσω της απεικόνισης στροφής. ∆ηλαδή, κάθε κανονικός, ορθόχρονος, 

µετασχηµατισµός Lorentz Λ είναι κάποιος Λ+Α, για κάποιον Α στην SL(2,�). Από το 

θεώρηµα 11 υπάρχει ένας πραγµατικός αριθµός θ και δύο στροφές R1 και R2 στην ℒ 

τέτοιοι ώστε Λ = R1L(θ)R2. Υπάρχουν στοιχεία Α1 και Α2 του SU2 τα οποία η 

απεικόνιση περιστροφής µεταφέρει στα R1 και R2 αντίστοιχα. Επιπλέον, ο Α(θ), όπως 

ορίστηκε στην πρόταση 25 απεικονίζεται στον L(θ). Αφού η απεικόνιση στροφής 

είναι ένας οµοµορφισµός, ο Α1Α(θ)Α2 απεικονίζεται στον R1L(θ)R2 = Λ. 

 Έτσι τα στοιχεία του SL(2,�) γενικεύουν το µετασχηµατισµό Lorentz. Όµως 

κάνουν και άλλα πράγµατα, ίσως πιο οικεία. Ειδικότερα, κάθε 2x2 µιγαδικός 

µοναδιαίας ορίζουσας πίνακας ορίζει έναν (κανονικοποιηµένο) κλασµατικό γραµµικό 

µετασχηµατισµό  της σφαίρας του Riemann (εκτεταµένο µιγαδικό επίπεδο). Υπάρχει 

στην πραγµατικότητα µια αρκετά εντυπωσιακή σύνδεση µεταξύ των δύο την οποία 

σκοπεύουµε να ερευνήσουµε, αφού ρίχνει αρκετό φως τόσο στα µαθηµατικά όσο και 

στην κινηµατική της οµάδας Lorentz. 

                                                           
7
 Για πληροφορίες σχετικά με τις γωνίες Euler επισκεφτείτε την ιστοσελίδα: 

http://en.Wikipedia.org/wiki/Euler_angles 
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 Μέχρι εδώ έχουµε θεωρήσει τον µετασχηµατισµό Lorentz Λ αποκλειστικά ως 

έναν πίνακα µετασχηµατισµού συντεταγµένων – αυτό που κάποιοι ονοµάζουν 

παθητικό µετασχηµατισµό (γιατί αφήνει σταθερά κάποια σηµεία καθώς αλλάζει το 

σύστηµα συντεταγµένων). Είναι χρήσιµο όµως να κατανοήσουµε ότι ο Λ δέχεται µια 

ισότιµη φυσική ερµηνεία ως ένας δραστικός (active) µετασχηµατισµός (που αφήνει 

το σύστηµα συντεταγµένων αµετάβλητο και µεταβάλλει µόνο µερικά σηµεία). 

Ειδικότερα, ας θεωρήσουµε έναν ορθογώνιο µετασχηµατισµό L : ℳ → ℳ και ας 

επιλέξουµε µια βάση {eα}. Τότε η g|̂.i = gÛ|.i είναι η εικόνα της βάσης αυτής και 

αν γράψουµε eb = Λα
b |̂., τότε ο αντίστοιχος µετασχηµατισµός Lorentz Λ ορίζεται ως 

 Λ = ���
��/�� /��/�� /��

/��  /��/��  /��/�� /��/�� /��
/��  /��/�� /�� ���

�� 
 Θυµίζουµε µε έµφαση ότι ο Λ είναι ο πίνακας της L-1 που σχετίζεται µε τη 

βάση g|̂.i. Τώρα, για κάθε x ∊ ℳ µπορούµε να γράψουµε x = xαeα = ��.|̂., όπου ���.� = /��.�. Έτσι, σκεφτόµαστε τον Λ σαν να δρα πάνω στις συντεταγµένες ενός 

σταθερού σηµείου για να δώσει τις συντεταγµένες του ίδιου σηµείου σε ένα νέο 

σύστηµα συντεταγµένων. Όµως, παρατηρούµε ότι 

L-1x = L-1 (��.|̂.) = ��. L-1 |̂.=  ��.|. 

έτσι µπορούµε εξίσου καλά να θεωρήσουµε ότι ο Λ δρα επί των συντεταγµένων του 

σηµείου x ως προς τη βάση {eα} και παράγει τις συντεταγµένες [��.] του νέου 

σηµείου (που ονοµάζεται L-1x), στο ίδιο σύστηµα συντεταγµένων. Είναι σηµαντικό 

για αργότερα να το παρατηρήσουµε αυτό. Με αυτή τη νέα προσέγγιση του Λ, το L-1x 

έχει την ίδια θέση και τον ίδιο χρόνο στο S που είχε το x στο ¿À. 
 Θα µας απασχολήσουν περισσότερο στο υπόλοιπο αυτής της παραγράφου οι 

παρελθοντικές φωτοειδείς κατευθύνσεις και η επίδραση που έχει σε αυτές ο 

µετασχηµατισµός Lorentz. Για κάθε x στον παρελθοντικό κώνο φωτός ���(0� στο 0 

του ℳ ορίζουµε την παρελθοντική µηδενική κατεύθυνση de�  διαµέσου του x να 

είναι  η  de� = {αx : α > 0}. 

 Μια µελλοντική µηδενική κατεύθυνση µπορεί επίσης να οριστεί µε ανάλογο 

τρόπο και όλα τα αποτελέσµατά µας θα έχουν και ένα προφανές µελλοντικό δυϊκό 

αποτέλεσµα. Η µηδενική κατεύθυνση διαµέσου του x είναι το σύνολο όλων των 

πραγµατικών πολλαπλασίων του x, δηλαδή το R0,x. Προφανώς, αν το y είναι ένα 

θετικό πολλαπλάσιο του x, τότε d � ' de�. Παρατηρούµε ότι αν το L : ℳ → ℳ είναι 
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ένας ορθογώνιος µετασχηµατισµός που αντιστοιχεί σε κάποιον ορθόχρονο 

µετασχηµατισµό Lorentz Λ, τότε το x ∊ ���(0� ⇒ Lx ∊ ���(0� και εποµένως η d!e�  

ορίζεται. Επιπλέον, L(de�) = L({αx : α > 0}) = {L( αx) : α > 0} = {αLx : α > 0} = d!e� , 

δηλαδή  

     L(de�) = d!e�                                          (1.7.11) 

 Συνεπώς, ο L (και εποµένως και ο L-1 αλλά και ο Λ) µπορούν να θεωρηθούν 

ως µια απεικόνιση επί των παρελθοντικών µηδενικών κατευθύνσεων. 

 Για να αναδείξουµε τη σύνδεση µεταξύ των µετασχηµατισµών Lorentz και 

των κλασµατικών γραµµικών µετασχηµατισµών παρατηρούµε ότι υπάρχει µια 

φυσική ένα προς ένα αντιστοίχηση µεταξύ των παρελθοντικών µηδενικών 

κατευθύνσεων και των σηµείων µιας σφαίρας Riemann. Ειδικότερα, αν επιλέξουµε 

µια αδρανειακή βάση {eα} για τον ℳ και συµβολίσουµε µε ¿� την τοµή του 

παρελθοντικού µηδενικού κώνου ����0� στο 0 µε το υπερεπίπεδο x4 = –1: ¿� ' g� ' �.|.: � h �m��0�, �� ' �1i 

 Παρατηρήστε ότι, αφού το � h �m��0� αν και µόνο αν (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 = 

(x4)2 , τότε το ¿� ' g� ' �.|.: � h �m��0�, ����� + ����� + ����� ' 1i και 

εποµένως είναι ένα αντίγραφο της συνηθισµένης 2-σφαιρας S2 στη στιγµιαία 3-χωρη 

x4 = -1. (δες σχήµα 11) 

 Αντίστροφα, κάθε σηµείο στο ¿� ορίζει µια µοναδική παρελθοντική µηδενική 

κατεύθυνση στο ℳ. Για να έχουµε µια σαφή αναπαράσταση αυτής της 

παρελθοντικής µηδενικής κατεύθυνσης θεωρούµε το ¿� ως τη σφαίρα Riemann, που 

σηµαίνει ότι θέλουµε να ταυτίσουµε τα σηµεία του ¿� µε µιγαδικούς αριθµούς µέσω 

στερεογραφικής προβολής. Σε αυτό το σηµείο παίρνουµε N = (0, 0, 1, -1) στο ¿� να 

Σχήμα 11 
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είναι ο βόρειος πόλος και προβάλλουµε στο δισδιάστατο επίπεδο C στο x4 = -1 που 

δίνεται από το x3 = 0 (βλέπε σχήµα 12). Η σχέση µεταξύ ενός σηµείου P(x1, x2, x3, -

1) διαφορετικού από το N στο ¿� και της εικόνας του  ζ στο µιγαδικό επίπεδο C υπό 

την στερεογραφική προβολή από το N υπολογίζεται εύκολα και συνοψίζεται στις 

σχέσεις (1.7.12) και (1.7.13): 

" = �� +  ��1 � ��                                         (1.7.12) 

 

 

�� = " + " �
"" � + 1�� = " � "� (""� + 1)�� = ""� � 1""� + 1�� = �1

                                    (1.7.13) 

 Φυσικά, ο βόρειος πόλος Ν(0 , 0 , 1 , -1) στο ¿� αντιστοιχεί στο σηµείο του 

απείρου στο εκτεταµένο µιγαδικό επίπεδο. Για να αποφύγουµε τον χειρισµό αυτού 

του σηµείου προτιµάµε να παραστήσουµε τους µιγαδικούς ζ µε αυτές που καλούνται 

«προβολικές οµογενείς συντεταγµένες», οι οποίες είναι ένα ζευγάρι �#� µιγαδικών 

αριθµών, οι οποίοι δεν είναι ταυτόχρονα µηδέν και που ικανοποιούν τη σχέση  

" = # 

(κάθε ζεύγος �#0� µε ξ ≠ 0 δίνει το σηµείο στο άπειρο). 

Σχήμα 12 
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 Προφανώς, αν είναι και " = $΄%΄ , τότε 
$΄%΄ = $%  ή   $$́ = %%́  = λ, µε λ µιγαδικό 

αριθµό, άρα ξ΄ = λ ξ και η΄= λ η. 

 Χρησιµοποιώντας το συµβολισµό αυτό, οι (1.7.13) γίνονται 

�� = #� + # �## � + �
�� = #� � # � (## � + �)

�� = ## � � �## � + ��� = �1        
                                    (1.7.14) 

 Αντιστρέφοντας την οπτική µας γωνία βρίσκουµε ότι κάθε ζευγάρι �#� 
µιγαδικών αριθµών, που δεν είναι και οι δύο ίσοι µε το µηδέν, ανυψώνεται σε ένα 

σηµείο Ρ(x1 , x2 , x3 , -1) στο ¿� το οποίο δίνεται από τις (1.7.14). Ευρισκόµενο µέσα 

στο ¿� (και εποµένως και στον �m�(0�) αυτό το σηµείο καθορίζει µια παρελθοντική 

µηδενική κατεύθυνση d&�, την οποία για λόγους έµφασης προτιµάµε να 

συµβολίζουµε µε d�$%�� .  Πολλαπλασιάζοντας το Ρ µε τον θετικό πραγµατικό αριθµό 

## � + � προκύπτει ένα άλλο σηµείο Χ στον �m�(0� : Χ = Χαeα, όπου 

       Χ1 = #� + # � ,     Χ2 = 
$%'�$� %^  ,  Χ3 = ## � � �  ,    Χ4 = �(## � + �)       (1.7.15) 

 Το X ορίζει προφανώς και αυτό µια παρελθοντική µηδενική κατεύθυνση d(� 

και µάλιστα 

      d(� = d�$%��                                                     (1.7.16) 

 Τελικά είµαστε σε θέση να ενώσουµε όλα αυτά τα νήµατα. Ξεκινάµε µε ένα 

στοιχείο Α = �� «² Ð� στην SL(2, �). Τότε ο Α ορίζει µια απεικόνιση που µεταφέρει 

κάθε ζεύγος �#�, που δεν είναι και οι δύο ίσοι µε 0, σε ένα άλλο τέτοιο ζεύγος, τοπ 

οποίο συµβολίζουµε µε     

   �#À̂� = ê �#� =   �� «² Ð� �#� = ��# + «²# + Ð�                    (1.7.17) 

 Παρατηρούµε ότι αν θεωρήσουµε την (1.7.17) ως µια απεικόνιση στο ¿� (ή 

στο )�), αυτή ορίζει έναν κλασµατικό γραµµικό µετασχηµατισµό. Πράγµατι, µε όρους 

των εκτεταµένων µιγαδικών αριθµών ζ = ξ/η, η (1.7.17) είναι ισοδύναµη µε την 

"À = �" + «²" + Ð  
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Τώρα. το �#À̂� ορίζει ένα �� στον �m�(0� από την (1.7.15) (µε καπέλα) και αυτό µε τη 

σειρά του ορίζει µια παρελθοντική µηδενική κατεύθυνση d(*� ' d�$�%+�� . Από την άλλη 

µεριά, ο Α αναδεικνύει επίσης, µέσω της spinor απεικόνισης, έναν κανονικό, 

ορθόχρονο µετασχηµατισµό Lorentz ΛΑ, ο οποίος λαµβανόµενος ως ένας ενεργός 

µετασχηµατισµός, µεταφέρει το Χ σε ένα σηµείο ΛΑΧ στον �m��0�. Στόχος µας είναι 
να αποδείξουµε ότι ο �� και ο ΛΑΧ είναι, στην πραγµατικότητα, το ίδιο σηµείο και 

έτσι, η επίδραση του κλασµατικού γραµµικού µετασχηµατισµού (1.7.17), που 

ορίζεται από τον Α, πάνω στον παρελθοντικό µηδενικό κώνο είναι η ίδια όπως η 

επίδραση του µετασχηµατισµού Lorentz ΛΑ, που ορίζεται από τον Α, δηλαδή ότι 

           d�$�%+�� ' d¤,(�       (1.7.18) 

 Για να το αποδείξουµε αυτό συνεχίζουµε ως εξής: Αρχικά λύνουµε τις 

(1.7.15) µε αγνώστους τα τέσσερα γινόµενα #�, # �, ## � Á�Â � και βρίσκουµε 
 ## � = 

�� (Χ3 + Χ4)   #� = 
�� (Χ1 + i Χ2) 

 # � = 
�� (Χ1 – i Χ2)   � = 

�� (–Χ3 + Χ4) 

και έτσι 12 � �� + �� �� +  -�
-� �  -� �-� + -�� = �## � #�# � �� = �#� �#� ��                   (1.7.19) 

 Τώρα κάνουµε τον µονοδιάστατο µετασχηµατισµό (1.7.17) για να πάρουµε το 

�#À̂�. Το αντίστοιχο σηµείο �� = ��0|. που δίνεται από την (1.7.15) µε καπέλα, πρέπει 

να ικανοποιεί την (1.7.19) µε καπέλα, δηλαδή 

 12 � ��� + ��� ��� +  -��
-�� �  -�� �-�� + -��� = 12 � ��� + ��� ��� +  -��

-�� �  -�� �-�� + -��� = 

                           = ��#À̂� �#À � ̂� �� = �#À � ̂�� �#À̂� = �#À̂� �ê · �#�� = 

                            = ê · �#� · �#� ê = ê · ��#� · �#� ���ê = 

                                     = 
�� ê � �� + �� �� +  -�

-� �  -� �-� + -�� ê 
Έτσι 

� ��� + ��� ��� +  -��
-�� �  -�� �-�� + -��� = ê � �� + �� �� +  -�

-� �  -� �-� + -�� ê      (1.7.20) 
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 Συγκρίνοντας την (1.7.20) µε την (1.7.5) και τον ορισµό της ΛΑ βρίσκουµε 

ότι πράγµατι �� = /�� 

και άρα η (1.7.18) αποδείχτηκε. 

 Εφόσον η απεικόνιση spinor είναι µονοσήµαντη, κάθε στοιχείο του ℒ είναι 

ΛΑ για κάποιο A στο SL(2, �) και έτσι κάθε στοιχείο του ℒ καθορίζει έναν γραµµικό 

κλασµατικό µετασχηµατισµό του ¿� που έχει την ίδια επίδραση στις παρελθοντικές 

µηδενικές κατευθύνσεις (οι + Α δηµιουργούν τον ίδιο γραµµικό κλασµατικό 

µετασχηµατισµό). Αντίστροφα, αφού τα παρελθοντικά φωτοειδή διανύσµατα 

παράγουν τον ℳ, ένας µετασχηµατισµός Lorentz προσδιορίζεται πλήρως από την 

επίδρασή του στις παρελθοντικές µηδενικές κατευθύνσεις. Μερικές συνέπειες αυτής 

της αντιστοιχίας µεταξύ των στοιχείων του ℒ και των γραµµικών κλασµατικών 

µετασχηµατισµών του ¿� είναι άµεσες. 

 

Θεώρηµα 26: Ένας κανονικός, ορθόχρονος µετασχηµατισµός Lorentz, αν δεν είναι ο 

ταυτοτικός, αφήνει αναλλοίωτες τουλάχιστον µία και το πολύ δυο παρελθοντικές 

µηδενικές κατευθύνσεις. 

 

 Αυτό προκύπτει άµεσα από το γνωστό γεγονός ότι οποιοσδήποτε γραµµικός 

κλασµατικός µετασχηµατισµός της σφαίρας Riemann, αν δεν είναι ταυτοτικός, έχει 

δυο (πιθανώς τυχαία) σταθερά σηµεία. Μια άλλη γνωστή ιδιότητα του γραµµικού 

κλασµατικού µετασχηµατισµού είναι ότι προσδιορίζονται πλήρως από τις τιµές τους 

σε οποιαδήποτε 3 διακεκριµένα σηµεία στο εκτεταµένο µιγαδικό επίπεδο. Ως εκ 

τούτου: 

Θεώρηµα 27: Ένας κανονικός, ορθόχρονος µετασχηµατισµός Lorentz 

προσδιορίζεται πλήρως από τις επιδράσεις του σε οποιεσδήποτε τρεις διακεκριµένες 

παρελθοντικές µηδενικές κατευθύνσεις. Πιο συγκεκριµένα, δοθέντων δύο συνόλων 

µε στοιχεία τρεις διακεκριµένες παρελθοντικές φωτοειδείς κατευθύνσεις, υπάρχει ένα 

και µόνον ένα στοιχείο του ℒ που απεικονίζει το πρώτο σύνολο (µε ένα προς ένα 

αντιστοίχιση) στο δεύτερο. 

 

 Σαν τελευταία εφαρµογή θα αναπτύξουµε ένα αξιοθαύµαστο αποτέλεσµα του 

Penrose που σχετίζεται µε αυτό που ονοµάζουµε «αφάνεια της συστολής του 

Lorentz». Ένας αδρανειακός παρατηρητής � «παρατηρεί» µε έναν αρκετά ακριβή και 



82 

 

καλά προσδιορισµένο τρόπο. Κάποιος σχεδιάζει το σύστηµα αναφοράς του 

παρατηρητή σαν ένα πλέγµα χωρικών συντεταγµένων µε ρολόγια τοποθετηµένα στα 

σηµεία του δικτυωτού πλέγµατος και είτε συσκευές εγγραφής είτε βοηθούς µαζί µε 

τα ρολόγια για να κάνουν τις απαραίτητες τοπικές µετρήσεις. Ύστερα ο �  

παρατηρεί, ας πούµε, µια κινούµενη σφαίρα είτε βάζοντας σε λειτουργία τις 

συσκευές είτε ειδοποιώντας τους βοηθούς να καταγράφουν τους χρόνους άφιξης στη 

θέση τους των διάφορων σηµείων της σφαίρας.  Όταν τα πράγµατα ηρεµήσουν ο � 

θα µαζέψει όλα τα δεδοµένα για ανάλυση. Τότε θα µπορεί, για παράδειγµα, να 

κατασκευάσει µια «εικόνα» της σφαίρας διαλέγοντας (αυθαίρετα) κάποια στιγµή του 

χρόνου, συλλέγοντας όλες τις τοποθεσίες στο πλέγµα του που κατέγραψε το πέρασµα 

ενός σηµείου στα όρια της σφαίρας αυτήν την δεδοµένη στιγµή και να «πλέξει» αυτά 

τα σηµεία στο πλέγµα του. Κατά αυτόν τον τρόπο θα βρει τον εαυτό του να 

κατασκευάζει, όχι µια σφαίρα, αλλά µια έλλειψη εξαιτίας της συστολής του µήκους 

κατά τη διάρκεια της κίνησης. 

 Αυτό που ο παρατηρητής µας «βλέπει» στην πραγµατικότητα (µε τα µάτια 

του ή µέσα απ’ τον φακό µιας κάµερας), παρόλα αυτά, δεν είναι τόσο ξεκάθαρο. 

Θέλουµε να κατασκευάσουµε µια (παραδεκτά ιδανική) γεωµετρική αναπαράσταση 

στο ℳ αυτού του «πεδίου ορατότητας». 

 Είναι ένα καθαρό απόγευµα και, όπως τριγυρνάς έξω, κοιτάζεις ψηλά και 

βλέπεις την Μεγάλη Άρκτο. Πιο συγκεκριµένα, εστιάζεις την µατιά σου σε ένα 

πλήθος εισερχόµενων φωτονίων (αποµόνωσε και θεώρησε ένα από κάθε άστρο του 

αστερισµού). Άσχετα από το πότε έφυγαν από την πηγή τους αυτά τα φωτόνια 

φτάνουν στην επιφάνεια ταυτόχρονα (στο δικό σου σύστηµα αναφοράς) και συνεπώς 

δηµιουργείς ένα µοτίβο (εικόνα) που καταγράφεται στον δικό σου εγκέφαλο. Αυτό το 

σχέδιο είναι αυτό που «βλέπεις». Πού µπορούµε να το βρούµε στο ℳ; Κάθε φωτόνιο 

που βλέπεις έχει µια κοσµική γραµµή στο ℳ, που απλώνεται κατά µήκος του 

παρελθοντικού φωτοειδούς κώνου �.�(0� (βρίσκεστε στην αρχή του συστήµατος 

συντεταγµένων σας και η εικόνα καταγράφεται στον εγκέφαλό σας όταν x4 = 0). 

Λίγο πριν τη στιγµή x4 = 0 τα φωτόνια επέδρασαν στην επιφάνεια των µατιών σας 

και δηµιούργησαν την εικόνα. Όταν x4 = -1 τα φωτόνια βρίσκονταν όλα σε µια 

σφαίρα ακτίνας 1 πάνω στο σύστηµα συντεταγµένων σου και δηµιούργησαν το ίδιο 

σχέδιο που κατέγραψε το µάτι σου λίγο αργότερα. Προβάλλοντας την εικόνα στο 

επίπεδο x4 = -1 στο ℳ βρίσκουµε την κοσµική γραµµή αυτών των φωτονίων να 

τέµνει το S� στη συγκεκριµένη εικόνα που «βλέπεις». Ως γεωµετρική αναπαράσταση 
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του τι βλέπεις (για το γεγονός x1 = x2 = x3 = x4 = 0) παίρνουµε την τοµή µε το S� των 

κοσµικών γραµµών όλων των φωτονίων που προκαλούν τον εγκέφαλό σου να 

καταγράψει την εικόνα όταν x4 = 0. 

 Τώρα θέτουµε το εξής ερώτηµα. Ας υποθέσουµε ότι αυτό που βλέπεις δεν 

είναι η Μεγάλη Άρκτος, αλλά κάτι µε κυκλικό περίγραµµα, π.χ. µια σφαίρα σε 

ηρεµία στο σύστηµα αναφοράς σου. Τι βλέπει ένας άλλος αδρανειακός παρατηρητής, 

ο οποίος κινείται σε σχέση µε το δικό σου σύστηµα αναφοράς, αλλά συναντάται 

τυχαία µε σένα στιγµιαία στην αρχή των αξόνων; Σύµφωνα µε το νέο παρατηρητή, η 

σφαίρα κινείται και µε βεβαιότητα πρέπει να εµφανίζεται ότι συστέλλεται κατά την 

κατεύθυνση της κίνησης. Σίγουρα, πρέπει να «βλέπει» µια ελλειπτική και όχι 

σφαιρική εικόνα. 

 Κι όµως όχι! Παρόλο την συστολή του Lorentz στην κατεύθυνση της 

κίνησης, η σφαίρα θα συνεχίσει να έχει ένα σφαιρικό περίβληµα για τον �� (αν και σε 

εκφυλισµένες περιπτώσεις, µπορεί να «φαίνεται» ο κύκλος σαν ευθεία). Πράγµατι, 

αυτό είναι αντανάκλαση ενός άλλου γνωστού χαρακτηριστικού των γραµµικών 

κλασµατικών µετασχηµατισµών των σφαιρών Riemann: απεικονίζουν σφαίρες σε 

σφαίρες. Έτσι, αν Λ είναι ο µετασχηµατισµός Lorentz που σχετίζει το S µε το S�, τότε, 

θεωρούµενος ως ενεργός µετασχηµατισµός σε παρελθοντικές φωτοειδής 

κατευθύνσεις, απεικονίζει οποιαδήποτε οικογένεια παρελθοντικών φωτοειδών 

κατευθύνσεων που τέµνουν το S�, σε ένα κύκλο σε µια άλλη τέτοια οικογένεια. Με 

περισσότερες λεπτοµέρειες θυµόµαστε ότι, για κάθε x στο ℳ, το Λ(x) (= L-1(x)) έχει 

την ίδια θέση και τον ίδιο χρόνο στο S που έχει το x στο S� . Συγκεκριµένα, Λ(x) ∊ S� 

άν και µόνον εάν x ∊ S��. Έτσι, το Λ(R0�) = R10�  «µοιάζει το ίδιο» στον � στο x4 = 0 

όπως το R0� «µοιάζει» στον �� στο x��= 0 (ίδια σχετική θέση στον ουρανό). Τώρα, αν 

έχουµε µια οικογένεια 2 από παρελθοντικές φωτοειδής κατευθύνσεις τότε η 

εµφάνιση της εικόνας στον �� στο x�� = 0 θα είναι η ίδια όπως η εικόνα του Λ(2) 

στον � στο x4 = 0. Αν οι ακτίνες στο 2 αναπαριστούν ένα σφαιρικό περίβληµα στον � όταν x4 = 0, το ίδιο θα κάνει και το Λ(2) και έτσι ο �� θα δει επίσης σφαιρικό 

περίβληµα όταν x�� = 0. Τόσο ο � όσο και ο �� θα «δουν» ένα σφαιρικό σχήµα. 
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2. ΠΡΟΤΑΣΗ ΔΙΔΑΚΤΙΚΗΣ 

ΠΑΡΕΜΒΑΣΗΣ 

2.1. Παρουσίαση και Τεκμηρίωση 

 Όπως αναφέρθηκε και στον Πρόλογο, στο δεύτερο µέρος της διπλωµατικής 

εργασίας θα παρουσιαστεί µια διδακτική πρόταση, η οποία, ανάλογα µε το 

µαθηµατικό υπόβαθρο που θέλουµε να χρησιµοποιήσουµε, µπορεί να προσαρµοστεί 

από τις γυµνασιακές τάξεις έως και το πρώτο έτος κάποιας σχολής τριτοβάθµιας 

εκπαίδευσης. Προτείνεται να ακολουθηθεί µια προσέγγιση κατευθυνόµενης 

ανακάλυψης όπου οι µαθητές µέσα από µια σειρά διαδοχικών ερωτηµάτων 

οδηγούνται βήµα – βήµα από ήδη γνωστές του έννοιες στην καινούρια γνώση. Η 

σειρά των ερωτήσεων όπως παρουσιάζονται δεν διεκδικούν την αυθεντία, ούτε είναι 

ο µόνος τρόπος προσέγγισης. Ο κάθε συντονιστής – εκπαιδευτικός µπορεί και πρέπει 

να διαµορφώνει τις ερωτήσεις που θέτει ανάλογα µε το ακροατήριο στο οποίο 

απευθύνεται, λαµβάνοντας υπόψη τις ιδιαιτερότητές του, όπως το µαθηµατικό 

υπόβαθρο, τις γνώσεις των µαθητών, τον τρόπο µε τον οποίο αυτοί οι µαθητές 

προσεγγίζουν τη νέα γνώση (µαθαίνουν). Θα ήταν επίσης πραγµατικά καλό, αν κάθε 

εκπαιδευτικός, µαθηµατικός ή φυσικός, είχε στο µυαλό του ως δυνατότητα 

επέκτασης της διδακτέας ύλης, προς την κατεύθυνση της τετραδιάστατης γεωµετρίας 

του χώρου Minkowski, όπου θα ταίριαζε κάθε κοµµάτι έτσι ώστε να δίνονται στους 

µαθητές περισσότερα ερεθίσµατα προς την κατεύθυνση αυτή και να αποτελέσει 

συνηθισµένο µοντέλο αναφοράς. 

 Η πρότασή µας απευθύνεται σε µαθητές της Γ΄ Λυκείου, Θετικής και 

Τεχνολογικής κατεύθυνσης και µπορεί να αποτελέσει τη βάση για µια τετραµηνιαία 

συνθετική εργασία των µαθητών πάνω στη γεωµετρία του χώρου Minkowski, στα 

πλαίσια του νέου προγράµµατος σπουδών που ανακοινώθηκε από το υπουργείο 

παιδείας. Σύµφωνα µε αυτές τις ανακοινώσεις, σε κάθε ένα από τα δύο διδακτικά 

τετράµηνα, οι µαθητές, εργαζόµενοι σε οµάδες των 2 – 4 ατόµων, θα πρέπει να 

παρουσιάζουν µια συνθετική, διαθεµατική εργασία για την οποία θα αξιολογούνται. 

 Για τα σηµεία που απαιτείται αναφορά νέων γνώσεων θα αποφύγουµε 

συνειδητά την αποµάκρυνση από τον καθιερωµένο τρόπο διδασκαλίας στην ελληνική 

µέση και ανώτερη εκπαίδευση γιατί θέλουµε οι δραστηριότητές µας να φανούν ως 

µια φυσική συνέχεια του εκπαιδευτικού συστήµατος και να αποκτήσουν έτσι την 
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απαραίτητη νοµιµοποίηση στα µάτια των µαθητών. Αποτελούν ήδη σοβαρό εµπόδιο 

οι ίδιες οι ιδέες που θα προσπαθήσουµε να εισάγουµε και θέλουµε να ελέγξουµε όσο 

το δυνατόν περισσότερες από τις άλλες παραµέτρους µάθησης.  

 Θα ξεκινήσουµε µε µια εισαγωγή στα αδρανειακά συστήµατα αναφοράς. Οι 

µαθητές θα συνδυάσουν έννοιες και µεθόδους γραφικής αναπαράστασης που ήδη 

γνωρίζουν από προηγούµενες τάξεις, από τα µαθήµατα των Μαθηµατικών και της 

Φυσικής και θα γίνει µια αναγωγή στις τρεις διαστάσεις του χώρου (οι µαθητές 

διδάσκονται συνήθως διαδικασίες αναπαράστασης στο επίπεδο). Στη συνέχεια θα 

θυµηθούν τους µετασχηµατισµούς του Γαλιλαίου για τη µετάβαση από ένα ΑΣΑ σε 

ένα άλλο σύµφωνα µε την Κλασική Φυσική. Τοποθετώντας τους µαθητές µπροστά 

σε γνωστές σε αυτούς µαθηµατικές και φυσικές έννοιες θα γίνει δυνατή αρχικά η 

αποδοχή από µέρους τους των µετασχηµατισµών του Γαλιλαίου ενώ στη συνέχεια θα 

βρεθούν µπροστά στην αντίφαση, αν και γνωρίζουν ότι η ταχύτητα του φωτός στο 

κενό είναι σταθερή ανεξάρτητα από την κίνηση ή όχι της πηγής του, το φως να 

κινείται µε διαφορετική ταχύτητα σε δύο διαφορετικά ΑΣΑ. Έτσι θα τους 

δηµιουργηθεί φυσιολογικά η ανάγκη εξήγησης αυτού του «παραδόξου», θα γίνει πιο 

οµαλά η µετάβαση από τον απόλυτο χώρο και χρόνο στον τετραδιάστατο χωρόχρονο 

και θα τονιστεί η αναγκαιότητα για την εισαγωγή του. 

 Στη συνέχεια θα παραχθούν οι µετασχηµατισµοί Lorentz µεταξύ δύο 

τυποποιηµένης διαµόρφωσης συστηµάτων αναφοράς και θα εισάγουµε την έννοια 

των διαγραµµάτων Minkowski και της βαθµολόγησης των αξόνων τους. Μέσω των 

µετασχηµατισµών αυτών θα διαπιστωθούν ιδιαιτερότητες του χώρου αυτού όπως 

είναι η συστολή του µήκους, η διαστολή του χρόνου, το σχετικό του ταυτόχρονου 

κλπ.  

 Επόµενο στάδιο αποτελεί η εισαγωγή της έννοιας της χωροχρονικής 

απόστασης, η οποία είναι αναλλοίωτο µέγεθος του χώρου Minkowski. Θα βρούµε 

τρόπους µέτρησης και θα διαπιστώσουµε τη σηµασία της απόστασης δύο γεγονότων, 

τόσο της χωρικής απόστασης όσο και της χρονικής. 

 Τέλος, αξιοποιώντας το µαθηµατικό υπόβαθρο των µαθητών από τους 

γραµµικούς µετασχηµατισµούς και την γραµµική άλγεβρα θα επεξεργαστούµε τα 

θέµατά µας µε όρους µετασχηµατισµών στο ℳ. 

 Τα µαθηµατικά και οι φυσικές επιστήµες ακολούθησαν για αιώνες µια πορεία 

αλληλένδετη και αλληλοσυµπληρούµενη. Τα µαθηµατικά ήταν το πνευµατικό 

εργαλείο κατανόησης της αλήθειας. Της αλήθειας του φυσικού κόσµου. Κι από την 



86 

 

άλλη µεριά οι φυσικές επιστήµες ήταν το σηµείο επαλήθευσης των µαθηµατικών 

αλλά και η πηγή έµπνευσης για την ανάπτυξή τους. Και ενώ αυτή η σχέση είναι 

γνωστή στην επιστηµονική κοινότητα, στο σχολικό επίπεδο του Γυµνασίου και του 

Λυκείου δεν γίνεται αντιληπτή από τους µαθητές αφού είτε δεν υπάρχει καθόλου 

είτε, όπου εµφανίζεται, είναι επιφανειακή και δεν επιτρέπει στους µαθητές να 

κατανοήσουν την έντονη συσχέτιση των δύο αντικειµένων. Επιπλέον, σε διάφορες 

έρευνες που έχουν γίνει (Forster 2002, [  ], σελ. )  επισηµαίνεται ότι θέµατα που θα 

µπορούσαν να αποτελέσουν σηµεία συνάντησης µαθηµατικών και φυσικής γίνονται 

σηµεία διαχωρισµού των δύο µαθηµάτων λόγω των διαφορών στη διδασκαλία των 

αντίστοιχων κοινοτήτων. Η παρουσίαση του χώρου Minkowski δίνει την ευκαιρία 

στους µαθητές να αντιληφθούν την µαθηµατικοποίηση της φυσικής αλλά και τη 

χρήση των µαθηµατικών στην κατανόηση του κόσµου.  

  «Η επιστηµονική γνώση είναι το σύνολο των κοινωνικά διαθέσιµων 

γνώσεων, που έχουν γίνει αντικείµενο των επιστηµονικών εκδόσεων ή επικοινωνίας, 

αναγνωρισµένες ως έγκυρες από την επιστηµονική κοινότητα...Από την επιλογή της 

γνώσης που θα διδαχθεί έως την προσαρµογή της στο εκπαιδευτικό σύστηµα, 

υπάρχει µια γενικευµένη διαδικασία µετατροπών, ώστε αυτή η γνώση να γίνει 

συνεκτική, καθώς επίσης και να δηµιουργήσουµε γνώσεις, που στοχεύουν σε αυτό 

που ονοµάζουµε σχολική γνώση... Το σύνολο αυτών των προσαρµογών το 

ονοµάζουµε διδακτική µεταφορά ή διδακτικό µετασχηµατισµό». (Henry M. [ ] , 

σελ.12). 

 Ακολουθώντας αυτή τη λογική, παρουσιάσαµε στο πρώτο µέρος την 

επιστηµονική γνώση αλλά οι δραστηριότητές µας περιορίζονται στην τυποποιηµένη 

διαµόρφωση ενώ ταυτόχρονα προσπαθούµε να κρατήσουµε τους συµβολισµούς που 

χρησιµοποιούνται στα σχολικά βιβλία. 

 Σύµφωνα µε τον Piaget, οι γνώσεις περνούν από ένα στάδιο ισορροπίας σε 

ένα άλλο µέσα από µεταβατικές φάσεις, στη διάρκεια των οποίων οι προηγούµενες 

γνώσεις αµφισβητούνται. Εάν αυτή η στιγµή της ανισορροπίας ξεπεραστεί, 

προκύπτει µια αναδιοργάνωση στις γνώσεις κατά τη διάρκεια της οποίας οι νέες 

γνώσεις ενσωµατώνονται µέσα στις παλιές. Έτσι είναι χρήσιµο οι µαθητές να 

οδηγηθούν στην αµφισβήτηση του καθιερωµένου Νευτώνειου κόσµου µέσα από 

πραγµατικές αντιφάσεις που θα ανοίξουν το δρόµο για την αλλαγή του 

παραδείγµατος που χρησιµοποιούν για την κατανόηση του κόσµου. 
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 Όπως αναφέρει και ο Bachelard «µαθαίνουµε ενάντια στις παλιές γνώσεις 

ξεπερνώντας τα εµπόδια που αυτές συγκροτούν».  

 «Τα επιστηµολογικά εµπόδια ... είναι έµφυτα στην ίδια τη γνώση. Το 

πολυσύνθετο των εννοιών και των σχέσεών τους µέσα σε ένα εννοιολογικό πεδίο που 

οι µαθητές κατέχουν ελάχιστα, συγκρούεται µε τις αυθόρµητες αντιλήψεις που 

τείνουν να αντιπαραθέσουν τη γνωστική εµπειρία µε την επιστηµονική γνώση». 

(Henry Μ., [  ], σελ. 82). 

 Είναι εποµένως κρίσιµο να ακολουθήσουµε στην αρχή µικρά και σταθερά 

βήµατα, ώστε να µην επιτρέψουµε στην εµπειρία των µαθητών από το περιβάλλον να 

σταθεί µεγάλο εµπόδιο στην αποδοχή των νέων εννοιών. Άλλωστε οι µαθητές στην 

ζωή τους δεν αντιλαµβάνονται σχετικιστικά αντικείµενα. 

 Τέλος, προσπαθώντας να δώσουµε στους µαθητές τη δυνατότητα να θέσουν 

τα πλαίσια µέσα στα οποία θα µάθουν για τη γεωµετρία του χώρου Minkowski 

χρησιµοποιούµε τη νοητική αναπαράσταση του τρένου και του επιβάτη. Επίσης 

χρησιµοποιούµε την εικόνα του κινούµενου παρατηρητή για να δώσουµε νόηµα στην 

απόσταση δύο γεγονότων. Έτσι βοηθάµε στον ενσαρκωµένο τρόπο προσέγγισης των 

Μαθηµατικών (Tall , 2004) όπου ο µαθητής παίρνει τη θέση του επιβάτη ή του 

σταθµάρχη καθώς µελετά τα διάφορα ερωτήµατα. Ταυτόχρονα συνδυάζει αυτόν τον 

τρόπο µε τον διαδικασιοεννοιολογικό ώστε να βοηθηθεί η κατανόησή του και να 

αναπτυχθεί ουσιαστικά η µαθηµατική του σκέψη. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



88 

 

2.2. Ανάλυση φύλλων εργασίας 

Φύλλο Εργασίας (Ανάλυση) 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Ανακοινώνουµε στους µαθητές µας το θέµα και τους στόχους του µαθήµατος (όχι 

όµως και την αντίφαση στην οποία θα τους οδηγήσουµε). 

Ε1Ε1Ε1Ε1: Π�ς µπορο�µε να προσδιορ�σουµε τη θ�ση εν�ς σηµε�ου στο χ�ρο; 

 

 Αναµένουµε ότι οι περισσότεροι µαθητές θα συµφωνήσουν ότι για τον 

προσδιορισµό της θέσης του σηµείου χρειάζεται ένα Καρτεσιανό σύστηµα 

συντεταγµένων. Οι µαθητές γνωρίζουν τον τρόπο αναπαράστασης για το επίπεδο από 

τα Μαθηµατικά (Βιβλίο Μαθηµατικών Α΄ Γυµνασίου, σελ. 88. Βιβλίο Μαθηµατικών 

Β΄ Γυµνασίου, σελ. 58. Βιβλίο Μαθηµατικών Θετικής και Τεχνολογικής 

Κατεύθυνσης Β΄ Λυκείου, σελ. 30) και από τη Φυσική (Βιβλίο Φυσικής Α΄ Λυκείου, 

σελ.30). 

 

Ε2Ε2Ε2Ε2: Το σ�στηµα συντεταγµ�νων στο επ�πεδο αποτελε�ται απ� δ�ο �ξονες, κ�θετους µεταξ� 

τους. Πως θα ε�ναι το αντ�στοιχο σ�στηµα στο χ�ρο; 

 

 Σχεδιάζουµε τρεις άξονες κάθετους ανά δύο µε κοινή αρχή Ο που να µην 

βρίσκονται και οι τρεις στο ίδιο επίπεδο. Αν υπάρχουν αντιρρήσεις για την 

κατασκευή αυτή, θυµίζουµε στους µαθητές το θεώρηµα των τριών καθέτων που 

έχουν διδαχθεί στη Γεωµετρία της Β΄ Λυκείου (Σχολικό βιβλίο, σελ. 272). 

 Το σηµείο Ο λέγεται αρχή του συστήµατος συντεταγµένων και κάθε σηµείο 

του χώρου ορίζεται από τρεις αριθµούς (x , y , z) που λέγονται συντεταγµένες του. 

Εδώ πρέπει να τονιστεί το ισότροπο του χώρου, δηλαδή ότι οι τρεις συντεταγµένες 

δεν ξεχωρίζουν µεταξύ τους. 

 

Ε3Ε3Ε3Ε3: Σχεδι�στε �να σ�στηµα αξ�νων στο χαρτ� σας. 

 

 Οι µαθητές θα δυσκολευτούν λίγο αλλά έχοντας δει εικόνες 

τρισδιάστατων σχηµάτων που σχεδιάζονται στο επίπεδο (Βιβλίο 

Μαθηµατικών Β΄ Γυµνασίου, σελ.201, Ευθείες και επίπεδα στο 

χώρο. Βιβλίο Γεωµετρίας Α΄ και Β΄ Λυκείου, κεφάλαια 12 και 13) 

είναι σε θέση να σχεδιάσουν κάτι σαν το διπλανό σχήµα. Το Σχήμα 2.1 
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συγκεκριµένο ερώτηµα θα συµπληρωθεί και µε επιµέρους ερωτήµατα, όπως: 

 - Γιατί βάλατε µε αυτή τη σειρά τα γράµµατα στους άξονες; 

 - Τι διαφορά θα είχε αν οι άξονες ήταν στραµµένοι κατά 45ο γύρω από το Ο; 

 - Τι θα γινόταν αν βάζατε την αρχή Ο δύο εκατοστά δεξιότερα στο χαρτί σας; 

Με τον τρόπο αυτό θα διευκρινιστούν σηµεία όπως ότι η αρχή του συστήµατος 

συντεταγµένων και ο προσανατολισµός των αξόνων µπορεί να γίνει αυθαίρετα. 

Επίσης, χρησιµοποιώντας τον γνωστό στους µαθητές κανόνα του δεξιού χεριού θα 

διαπιστώνουν αν το σύστηµα που ζωγράφισαν είναι δεξιόστροφο. 

 

ΕΕΕΕ4444: ∆ιαφ�ρουν οι γεωµετρικ�ς ιδι�τητες των σχηµ�των απ� το �να σ�στηµα συντεταγµ�νων 

στο �λλο; 

- Σχεδι�στε π�νω στο σ�στηµα των αξ�νων του προηγο�µενου ερωτ%µατος �να τετρ�γωνο. 

- Σχεδι�στε �να δε�τερο σ�στηµα συντεταγµ�νων.  

- Το τετρ�γωνο που σχεδι�σατε πριν �παψε να ε�ναι τετρ�γωνο; ?χασε κ�ποια απ� τις 

ιδι�τητες % τα χαρακτηριστικ� του; 

 

 Γίνεται φανερό στους µαθητές πως τα σχήµατα και οι ιδιότητές τους δεν 

εξαρτώνται από την εκλογή του συστήµατος συντεταγµένων (όπως τα αντικείµενα 

και οι ιδιότητές τους δεν εξαρτώνται από τη γλώσσα στην οποία µιλάµε γι αυτά). 

Εποµένως µπορούµε να χρησιµοποιούµε κάθε φορά ένα κατάλληλο σύστηµα 

συντεταγµένων που να απλουστεύει τα προβλήµατα που εξετάζουµε. 

 Ρωτάµε τους µαθητές που έχουν συναντήσει στο µάθηµα µια τέτοια 

«απλούστευση». Είναι αναµενόµενο αρκετοί να θυµηθούν ότι στο µάθηµα των 

Μαθηµατικών Θετικής και Τεχνολογικής κατεύθυνσης της Β΄ Λυκείου, η µελέτη των 

κωνικών τοµών γίνεται µε την επιλογή «κατάλληλων» συστηµάτων ώστε να 

απλουστευθούν οι εξισώσεις των κωνικών και να γίνει ευκολότερη η 

διαπραγµάτευσή τους. Επίσης µπορεί να θυµηθούν ότι στο µάθηµα της Φυσικής 

συχνά επιλέγουµε τους άξονες κατά µήκος της κίνησης ενός σώµατος. Για 

παράδειγµα, στη µελέτη της κίνησης ενός σώµατος σε κεκλιµένο επίπεδο θεωρούµε 

τους δύο άξονες έναν παράλληλο προς το κεκλιµένο επίπεδο και έναν κάθετο σε 

αυτό.  
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ΕΕΕΕ5555: Π�ς µετρ�µε την απ�σταση εν�ς σηµε�ου π�νω στο επ�πεδο απ� την αρχ% Ο των 

αξ�νων; Π�ς µπορο�µε να µετρ%σουµε την αντ�στοιχη απ�σταση εν�ς σηµε�ου του χ�ρου 

απ� την αρχ% Ο; 

- Υπολογ�στε την απ�σταση του σηµε�ου Α(3,4) απ� την αρχ% των αξ�νων. 

- Υπολογ�στε την απ�σταση των σηµε�ων Α(3 , 4) και Β(2,7). 

- Υπολογ�στε την απ�σταση του σηµε�ου Γ(1 , -2 , 2) απ� την αρχ% του συστ%µατος 

συντεταγµ�νων.  

 

 Περιµένουµε οι µαθητές να θυµηθούν αρχικά αυτό που γνωρίζουν από τα 

Μαθηµατικά της Β΄ Γυµνασίου (Σχολικό βιβλίο, σελ. 63), από τα Μαθηµατικά της 

Α΄ Λυκείου αλλά και από τα Μαθηµατικά Θετικής και Τεχνολογικής Κατεύθυνσης 

(σελ. 35), δηλαδή ότι η απόσταση του σηµείου Α(x , y) από την αρχή Ο(0 , 0) είναι (�ê) = ª�� + ò� 

όπου, αν δεν το αναφέρουν µόνοι τους, τους θυµίζουµε ότι ουσιαστικά πρόκειται για 

εφαρµογή του Πυθαγορείου Θεωρήµατος: (ΟΑ)2 = x2 + y2. 

 Στη συνέχεια αναµένουµε αρκετοί από τους µαθητές να γενικεύσουν στις 

τρεις διαστάσεις προσθέτοντας το τετράγωνο της τρίτης συντεταγµένης: (�ê) = ª�� + ò� + ô� 

όταν το σηµείο έχει συντεταγµένες (x , y , z). 

 Εδώ επιµένουµε να συνδέσουν αυτή την µάλλον αυτόµατη γενίκευση µε τα 

ήδη γνωστά τους θέµατα όπως το Θεώρηµα στη σελίδα 293 του βιβλίου της 

Γεωµετρίας Α΄ και Β΄ Λυκείου που αναφέρεται στο τετράγωνο της διαγωνίου ενός 

ορθογώνιου παραλληλεπιπέδου. 

 

ΕΕΕΕ6666: Τι ονοµ�ζουµε σ�στηµα σ�στηµα σ�στηµα σ�στηµα αναφορ�ςαναφορ�ςαναφορ�ςαναφορ�ς; 

 

 Οι µαθητές θα θυµηθούν αυτά που έχουν µάθει στο µάθηµα της Φυσικής (Α΄ 

Λυκείου, σελ. 36 – 38) και στη συνέχεια θα τους δώσουµε τον ορισµό: 

«Ονοµάζουµε σύστηµα αναφοράς κάθε σύστηµα συντεταγµένων  

εφοδιασµένο µε µια µονάδα µήκους για τη µέτρηση των αποστάσεων  

και ένα χρονόµετρο για τη µέτρηση του χρόνου». 
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ΕΕΕΕ7777: Τι ε�ναι ο χρ�νος; 

 

 Εδώ θα ανοίξει µια συζήτηση που θα επαναφέρει στη µνήµη των µαθητών τις 

πληροφορίες που αναφέρονται στο σχολικό βιβλίο της Φυσικής της Α΄ Λυκείου 

(σελίδες 19 – 21) σύµφωνα µε τις οποίες: 

 «Η έννοια του χρόνου δηµιουργήθηκε για να περιγράψει και να µετρήσει τους 

κοσµικούς ρυθµούς που συνεχώς επαναλαµβάνονται. Ο άνθρωπος συνειδητοποιεί το 

χρόνο παρακολουθώντας τις µεταβολές στον κόσµο που τον περιβάλλει… 

 …Ο φυσικός χρόνος µπορεί να µετρηθεί σε σχέση µε τις περιοδικές κινήσεις 

της Γης. 

 …Στην επιστήµη συνυπάρχουν δύο αντίθετες αντιλήψεις για το χρόνο, αυτή 

της κλασικής Φυσικής, που δέχεται έναν παγκόσµιο ενιαίο χρόνο, ανεξάρτητο από τα 

πράγµατα, που επιτρέπει τη µονοσήµαντη χρονοµέτρηση των γεγονότων για όλα τα 

κινούµενα συστήµατα και η άλλη της ειδικής θεωρίας της σχετικότητας … σύµφωνα 

µε την οποία οι παρατηρητές που ανήκουν σε διαφορετικά συστήµατα έχουν 

διαφορετικές απόψεις για τη χρονική διάρκεια των φαινοµένων στα συστήµατα 

αυτά». 

 Αναµένουµε να δηµιουργηθεί πλούσιος διάλογος µεταξύ των µαθητών 

σχετικά µε την έννοια του χρόνου, ο οποίος θα αφήσει παρακαταθήκες για το 

επόµενο στάδιο της δραστηριότητας. Εδώ µπορεί να γίνει αναφορά και σε ζητήµατα 

µέτρησης του χρόνου και οργάνων µέτρησης ενώ θα είχε ενδιαφέρον να αναφερθεί 

απλώς, χωρίς ιδιαίτερη έµφαση, το γεγονός ότι το φως έχει σταθερή ταχύτητα σε όλα 

τα συστήµατα αναφοράς συνδυάζοντάς το για παράδειγµα µε το χρόνο που 

χρειάζεται το φως του Ήλιου για να φτάσει στη Γη. Επίσης πρέπει να διευκρινιστεί 

ότι στην κλασική Φυσική, για οποιοδήποτε σύστηµα αναφοράς, αρκεί µια µονάδα 

µήκους και ένα ρολόι τοποθετηµένο σε οποιοδήποτε σηµείο του συστήµατος 

(συνήθως στην αρχή Ο). Αυτό γίνεται διότι η κλασική Φυσική δέχεται τη δυνατότητα 

ακαριαίας µετάδοσης πληροφοριών και σηµάτων στη φύση και εποµένως κάθε 

παρατηρητής, όπου κι αν βρίσκεται, θα µετράει τον ίδιο χρόνο και το ίδιο µήκος.  
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Ε8Ε8Ε8Ε8: Για να παραστ%σουµε τη θ�ση µιας µ�γας µ�σα σε �να δωµ�τιο αρκε� �να σ�στηµα 

συντεταγµ�νων �πως αυτ� που φτι�ξαµε πριν. Π�ς θα παριστ�νατε την κ�νηση της µ�γας 

στο δωµ�τιο; 

 

  Μπορεί ο εκπαιδευτικός να χρησιµοποιήσει κάποιο σχεδιαστικό πρόγραµµα 

για την κατασκευή ενός τρισδιάστατου συστήµατος συντεταγµένων δείχνοντας στους 

µαθητές πως προκύπτουν οι συντεταγµένες ενός σηµείου. Θα ήταν βολικό επίσης να 

δηµιουργηθεί ένα animation µε µια µικρή σφαίρα που να κινείται µέσα σε ένα κυβικό 

δωµάτιο. Παρόλα αυτά δεν είναι απαραίτητο αφού οι µαθητές µπορούν να «δουν» 

τόσο το σύστηµα συντεταγµένων όσο και το κινούµενο αντικείµενο µέσα στην 

σχολική αίθουσα ενσωµατώνοντας (embodied) τις έννοιες του χώρου. 

 Όταν µιλάµε για Γεωµετρία και µάλιστα για Γεωµετρία του χώρου, ένα 

Καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων µε τρεις άξονες είναι αρκετό για τη µελέτη 

όλων των ιδιοτήτων των σχηµάτων. Τα φυσικά φαινόµενα συµβαίνουν στο χώρο, γι 

αυτό η Φυσική συνδέεται στενά µε τη Γεωµετρία. Η µελέτη όµως των φυσικών 

φαινοµένων αφορά κάποιες φορές την κίνηση ή τη µεταβολή γι αυτό έχει ανάγκη 

µιας ακόµη µεταβλητής, του χρόνου t. 

 Όπως µετράµε την απόσταση δύο σηµείων στο χώρο έτσι µετράµε και το 

χρόνο που πέρασε µεταξύ δύο γεγονότων.  

 Θέτουµε ερωτήσεις όπως 

→ προς τα πού πρέπει να είναι αυτός ο άξονας; 

→ πώς θα τον σχεδιάσουµε στο χαρτί; 

→ µήπως µπορούµε να απλοποιήσουµε την κατασκευή του συστήµατος 

συντεταγµένων ώστε να σχεδιάσουµε και τον άξονα του χρόνου; 

→ έχετε δει κάπου αλλού διαγράµµατα µήκους – χρόνου; 

 Θα φτάσουµε έτσι στα διαγράµµατα µετατόπισης – χρόνου και ειδικά στην 

περίπτωση της ευθύγραµµης οµαλής κίνησης, αξιοποιώντας και τις απαντήσεις από 

την Ε4 σχετικά µε την απλούστευση των αναπαραστάσεων των συντεταγµένων. 

Ταυτόχρονα αναφέρουµε (ή ζητάµε από τους µαθητές να αναφέρουν, αν θυµούνται) 

τον ορισµό του αδρανειακού συστήµατος αναφοράς (ΑΣΑ) και των δύο 

χαρακτηριστικών ιδιοτήτων του. 

• Αδρανειακό είναι ένα σύστηµα αναφοράς στο οποίο ισχύει ο πρώτος νόµος 

του Newton (νόµος της αδράνειας) δηλαδή, όταν σε ένα σώµα δεν ασκούνται 

δυνάµεις ή αν ασκούνται η συνισταµένη τους είναι ίση µε µηδέν, δεν 

µεταβάλλεται η κινητική του κατάσταση. 
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• Τα αδρανειακά συστήµατα αναφοράς έχουν δύο χαρακτηριστικές ιδιότητες: 

1) Όλα τα συστήµατα αναφοράς που κινούνται ευθύγραµµα και οµαλά, ως προς 

    ένα αδρανειακό σύστηµα αναφοράς, είναι αδρανειακά. 

2) Οι νόµοι της Φυσικής είναι ίδιοι, όλες τις χρονικές στιγµές, σε όλα τα 

    αδρανειακά συστήµατα αναφοράς. 

 Από την εµπειρία τους στο µάθηµα της Φυσικής γίνεται κατανοητό από τους 

µαθητές ότι για να απλουστεύσουµε την αναπαράσταση 

θεωρούµε τον άξονα Οx κατά µήκος της κίνησης του 

σώµατος και τους άλλους δύο χωρικούς άξονες κάθετους σε 

αυτόν και εποµένως µπορούν να παραλειφθούν αφού οι 

αντίστοιχες συντεταγµένες δεν µεταβάλλονται – συνήθως τις 

θεωρούµε ίσες µε 0. Ο τέταρτος άξονας, του χρόνου t, θα 

πρέπει και αυτός να είναι κάθετος στους άλλους τρεις, άρα και στον Οx. Έτσι 

προκύπτει φυσιολογικά το απλοποιηµένο σύστηµα αξόνων. 

 

Ε9Ε9Ε9Ε9: Π�ς θα ε�ναι η γραφικ% παρ�σταση εν�ς ακ�νητου σ�µατος και π�ς εν�ς σ�µατος που 

κινε�ται µε ταχ�τητα v; 

 

 Οι µαθητές θυµούνται από τη Φυσική τη σχέση x = v · t, η οποία για v 

σταθερό συνδέει δύο ανάλογα ποσά και εποµένως οι ζητούµενες γραφικές 

παραστάσεις είναι οι παρακάτω 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 Η κόκκινη γραµµή, όταν τη θεωρούµε στον τετραδιάστατο χώρο , ονοµάζεται 

κοσµική γραµµή του σώµατος. 

x0 

Ο 
x 

t 

Σχήμα 2.2 

x0 Ο 
x 

t Γραφική παράσταση 

ακίνητου σώματος 

Σχήμα 2.3.α 

Ο 
x 

t 
Γραφική παράσταση 

σώματος που κινείται 

με ταχύτητα v 

Όταν αρχικά 

βρίσκεται στη θέση x0 

Όταν για t = 0 είναι 

και x = 0 

Σχήμα 2.3.β 



94 

 

 Εδώ πρέπει να θυµηθούν ότι η εφαπτοµένη της γωνίας που σχηµατίζει η 

κοσµική γραµµή µε τον άξονα Οt δίνει την ταχύτητα µε την οποία κινείται το σώµα, 

όπως γνωρίζουν από διάφορες σχολικές πηγές. 

 

Παρατήρηση: Μέχρι την ερώτηση αυτή µπορούν όλες οι πληροφορίες να δοθούν µε 

τη µορφή ερωτηµατολογίου για το σπίτι ή να γίνει η επεξεργασία του µε τη µορφή 

οµαδικής εργασίας, δηλαδή κάθε οµάδα να εργαστεί ανεξάρτητα σε διάφορους 

χώρους του σχολείου (βιβλιοθήκη, εργαστήριο υπολογιστών, αναγνωστήριο) για τη 

συλλογή των απαιτούµενων πληροφοριών. 
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ΕΕΕΕ10101010: Ας θεωρ%σουµε �να τρ�νο που κινε�ται π�νω σε µια ευθ�γραµµη ρ�γα µε σταθερ% 

ταχ�τητα v. ?νας επιβ�της βρ�σκεται καθισµ�νος στο µ�σον του τρ�νου. Ποια ε�ναι η 

κοσµικ% γραµµ% του επιβ�τη:  

α) ως προς �να αδρανειακ� σ�στηµα αναφορ�ς Ο που βρ�σκεται π�νω στις ρ�γες;  

β) ως προς �να αδρανειακ� σ�στηµα αναφορ�ς Ο΄ που βρ�σκεται π�νω στο τρ�νο; 

 Π�ς συνδ�ονται οι συντεταγµ�νες του επιβ�τη στα δ�ο ΑΣΑ; 

 

 Οι µαθητές εύκολα θα απαντήσουν στο πρώτο ερώτηµα ότι είναι αυτή που 

σχεδιάσαµε πριν (σχήµα 2.3.β). Ειδικά, αν θεωρήσουµε ότι ο επιβάτης βρίσκεται 

στην αρχή των αξόνων του ΑΣΑ Ο, όταν αρχίζει να µετρά ο χρόνος, η κοσµική 

γραµµή του στο σύστηµα των ραγών είναι η ευθεία που διέρχεται από την αρχή των 

αξόνων. 

 Για το ερώτηµα (β) πρέπει να δώσουµε στους µαθητές την εικόνα ενός τρένου 

που δεν «βλέπει» έξω, άρα ο επιβάτης στο συγκεκριµένο ΑΣΑ (Ο΄) παραµένει 

ακίνητος. Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τον παραλληλισµό µε τον κάθε µαθητή ο 

οποίος, αν και η Γη προφανώς κινείται, εκείνος είναι ακίνητος «ως προς τη Γη». Με 

τον τρόπο αυτό, η ζητούµενη κοσµική γραµµή είναι αυτή που φτιάξαµε στο σχήµα 

2.3.α, όπου η θέση του επιβάτη είναι στο σηµείο x = x0. 

 Αφού το ΑΣΑ του τρένου (Ο΄) κινείται ως προς το ΑΣΑ των ραγών (Ο) µε 

ταχύτητα v, κατά µήκος του άξονα Οx (που ταυτίζεται µε τον άξονα Οx΄), η αρχή Ο΄ 

θα έχει κάθε χρονική στιγµή t συντεταγµένη, ως προς το ΑΣΑ Ο, x = v · t. Εποµένως, 

κάθε σώµα, που βρίσκεται στη θέση xo, στο ΑΣΑ Ο, στο ΑΣΑ Ο΄ θα βρίσκεται στη 

θέση xo – vt. ∆ηλαδή, οι συντεταγµένες (x , y , z) και (x΄ , ý  , ź ) του σώµατος στα 

δύο ΑΣΑ, Ο και Ο΄ αντίστοιχα, συνδέονται µε τις σχέσεις 

x΄ = x – vt   ,   ý = y   ,   ź = z 

 Αν θεωρήσουµε δύο γεγονότα που συµβαίνουν µέσα στο τρένο σε δύο 

διαφορετικά σηµεία, δύο διαφορετικές χρονικές στιγµές, η 

κλασική Φυσική ισχυρίζεται ότι τόσο ο επιβάτης πάνω στο 

τρένο (που µετράει µε το ΑΣΑ Ο΄) όσο και ένας 

παρατηρητής που στέκεται ακίνητος στο έδαφος (που 

µετράει µε το ΑΣΑ Ο) πρέπει να µετράνε την ίδια απόσταση 

µεταξύ των δύο σηµείων και να υπολογίζουν την ίδια 

χρονική διαφορά. ∆ηλαδή πρέπει 

x2΄ – x1΄ = x2 – x1     και     t2΄ – t1΄ = t2 – t1 

Σχήμα 2.4 

t1΄ 

t2΄ 

Ο 
x 

t 

t2 

t1 

Α 

Β 

x1΄ x1 x2΄ x2 

t΄ 

x΄ 
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 Αυτό, πάνω στο σύστηµα αξόνων, φαίνεται στο σχήµα 2.4, όπου πρέπει να 

διευκρινίσουµε ότι η µονάδα µέτρησης των αξόνων Οx και Οx΄ είναι η ίδια, ενώ οι 

µονάδες µέτρησης πάνω στους δύο άξονες του χρόνου είναι διαφορετικές. 

 

Ε11Ε11Ε11Ε11: Ας θεωρ%σουµε τ�ρα �τι τη χρονικ% στιγµ% t = 0, ο επιβ�της του τρ�νου (το οπο�ο 

κινε�ται µε ταχ�τητα v) εκπ�µπει µια δ�σµη φωτ�ς (laser) προς το εµπρ�ς µ�ρος. Ποια 

ε�ναι η κοσµικ% ακτ�να του φωτον�ου της δ�σµης ως προς το ΑΣΑ Ο; Ποια ε�ναι η 

ταχ�τητα µε την οπο�α κινε�ται το φως; 

 

 Η κοσµική γραµµή του επιβάτη είναι η Οt΄ και του φωτονίου η ΟΦ (σχήµα 

2.5). Για ευκολία στους υπολογισµούς ορίζουµε τις τιµές πάνω στους άξονες Οx και 

Οt έτσι ώστε η κοσµική γραµµή του φωτονίου στο 

ΑΣΑ Ο να σχηµατίζει γωνία 45ο µε τους άξονες. 

Σύµφωνα µε το σχήµα 2.5, σε χρόνο τ, το φωτόνιο 

απέχει από την αρχή απόσταση ΟΑ (στο ΑΣΑ Ο) ενώ 

για τον επιβάτη (ΑΣΑ Ο΄) απόσταση ΟΒ < ΟΑ. 

∆ηλαδή η ταχύτητα του φωτονίου στα δύο ΑΣΑ είναι 

διαφορετική! 

 Αυτό όµως έρχεται σε αντίθεση µε αυτό που γνωρίζουµε ότι η ταχύτητα του 

φωτός είναι ίδια σε όλα τα ΑΣΑ (στο κενό είναι c = 300 000 Km / s). 

 Πρέπει εποµένως, σε ίσους χρόνους να διανύει ίσες αποστάσεις. ∆ηλαδή δεν 

αρκεί να σχηµατίζει γωνία ο Ot́  µε τον Οt. Πρέπει και ο Ox΄ να σχηµατίζει ίση γωνία 

µε τον Οx, ώστε η κοσµική γραµµή του φωτονίου να εξακολουθεί να είναι διχοτόµος 

της γωνίας των αξόνων σε κάθε ΑΣΑ. Τότε βέβαια πρέπει να τροποποιηθεί 

κατάλληλα και η βαθµολόγηση των αξόνων Ox΄ και Ot́ . 

 Για να σχηµατίζει γωνία 45ο η κοσµική 

γραµµή του φωτονίου πρέπει η ταχύτητά του να 

είναι ίση µε 1, γιατί τότε x = t και εποµένως η ΟΦ 

είναι πράγµατι η διχοτόµος της γωνίας των 

αξόνων. Η ισότητα αυτή ισχύει αριθµητικά και όχι 

ως µονάδες, δηλαδή 2 µέτρα δεν είναι ίσα µε 2 sec. 

Για να µπορούµε να γράφουµε τέτοιες ισότητες 

χωρίς να υπάρχει ανάγκη εξήγησης τέτοιων 

θεµάτων, αντικαθιστούµε το χρόνο t µε το γινόµενο u = ct, το οποίο έχει µονάδες 

µήκους αλλά αριθµητικά έχει τις ίδιες τιµές µε το t, αφού c = 1. Τότε όµως, η γωνία 

t΄

Ο 
x 

t 

x΄

Φ 

τ 
τ΄

Α Β 

Σχήμα 2.5 

ω 

ω 

Φ 

Ο 
x 

t 

x ΄ 

t΄ 

Σχήμα 2.6 
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ω που σχηµατίζουν οι άξονες του ΑΣΑ Ο΄ µε τους αντίστοιχους άξονες του ΑΣΑ Ο 

είναι τέτοια ώστε  

&Ø3 = Yº 

όπου v είναι η ταχύτητα µε την οποία κινείται το ΑΣΑ Ο΄ ως προς το ΑΣΑ Ο. 

 

Ε12Ε12Ε12Ε12: Π�τε η γων�α του �ξονα Οt΄ θα σχηµατ�ζει γων�α 45ο µε τον �ξονα Οt; Μπορε� η 

γων�α αυτ% να γ�νει µεγαλ�τερη απ� 45ο; Τι θα σ%µαινε αυτ�; 

 

 Επειδή εφ45ο = 1, θα ήταν v = c, δηλαδή το ΑΣΑ Ο΄ θα κινούνταν ως προς το 

ΑΣΑ Ο µε ταχύτητα c, δηλαδή στο παράδειγµά µας το τρένο θα κινούνταν µε την 

ταχύτητα του φωτός. Προφανώς η γωνία αυτή δεν µπορεί να γίνει µεγαλύτερη από 

45ο γιατί τότε το τρένο (ή οποιοδήποτε υλικό αντικείµενο) θα έτρεχε µε ταχύτητα 

µεγαλύτερη από την ταχύτητα του φωτός, πράγµα που είναι αδύνατο.  

 

Ε13Ε13Ε13Ε13: Ας θεωρ%σουµε το γνωστ� τρ�νο µε τον γνωστ� επιβ�τη που κινο�νται π�νω στις 

ρ�γες µε ταχ�τητα v. Το τρ�νο �χει µ%κος 2α και ο επιβ�της κ�θεται ακριβ�ς στο µ�σον 

του τρ�νου. Τη χρονικ% στιγµ% t = 0, ο επιβ�της (απ� το σηµε�ο Μ) στ�λνει δ�ο φωτειν�ς 

ακτ�νες (laser) µ�α προς το π�σω µ�ρος του τρ�νου (σηµε�ο Α) και µ�α προς το εµπρ�ς µ�ρος 

του τρ�νου (σηµε�ο Β).  

 - Ποια ε�ναι η κοσµικ% γραµµ% κ�θε φωτον�ου; 

 - Αν αντ� για φωτειν% ακτ�να, ο επιβ�της ρ�ξει �να βλ%µα πυροβ�λου �πλου, ποια 

θα ε�ναι η κοσµικ% γραµµ% του βλ%µατος;  

 

 Θα ξεκινήσουµε προσπαθώντας να σχεδιάσουµε την κοσµική γραµµή κάθε 

φωτεινής ακτίνας.  

 - Η φωτεινή ακτίνα ΜΒ κινείται µε ταχύτητα c. Με τι ταχύτητα κινείται η 

φωτεινή ακτίνα ΜΑ; 

 Προφανώς, επειδή η ταχύτητα είναι διανυσµατικό µέγεθος, η ακτίνα ΜΑ 

κινείται µε ταχύτητα –c. Άρα η κοσµική γραµµή της θα είναι η διχοτόµος της γωνίας 

του 2ου και 4ου τεταρτηµορίου, έστω ΟΦ΄. 

 Αφού οι ταχύτητες των υλικών σωµάτων είναι µικρότερες από την ταχύτητα 

του φωτός στο κενό, κάθε κίνηση µε σταθερή ταχύτητα παριστάνεται µε µια ευθεία 

γραµµή ΟΝ, η οποία σχηµατίζει µε τον άξονα Οct γωνία από -45ο έως +45ο, δηλαδή 
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βρίσκεται στο εσωτερικό της γωνίας ΦΟΦ΄ (περιοχές I και II σχήµα 2.7) και η κλίση 

της εξαρτάται από την ταχύτητα µε την οποία κινείται, όπως είδαµε πριν. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Στο σχήµα 2.8.α η ΟΝ παριστάνει την κοσµική γραµµή ενός βλήµατος, που 

εκτοξεύεται µε σταθερή ταχύτητα προς το εµπρός µέρος του τρένου. Αν εκτοξευόταν 

προς το πίσω µέρος θα έπρεπε να βρίσκεται στην αριστερή περιοχή I. Γενικά (σχήµα 

2.8.β) η κοσµογραµµή ενός κινούµενου υλικού σώµατος είναι µια καµπύλη, που σε 

κάθε σηµείο της η κλίση της εφαπτοµένης της ως προς τον άξονα Οt εκφράζει τη 

στιγµιαία ταχύτητά του. Επειδή η κλίση αυτή πρέπει να είναι από -1 έως +1, η 

καµπύλη βρίσκεται όλη µέσα στις δύο κατακορυφήν γωνίες που ορίζουν τις περιοχές 

I και II. Μάλιστα, αν γενικεύσουµε στις τέσσερεις διαστάσεις, τότε ο επιτρεπτός 

χώρος γίνεται ένας κώνος µε γενέτειρες τις κοσµογραµµές του φωτός προς κάθε 

κατεύθυνση, γι αυτό και λέγεται κώνος φωτός. 

Ο x 

ct 

Φ 

Φ΄ 

Ι Ι 

ΙΙ ΙΙ 

ΙΙΙ 

ΙΙΙ 

ΙV 

ΙV 

Σχήµα 2.7 

Σχήμα 2.8.α Σχήμα 2.8.β 
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 Για t = 0, x = 0, η κορυφή του κώνου είναι το Ο ενώ για t = 0, x = α, η 

κορυφή του κώνου είναι το σηµείο Μ (σχήµα 2.8.α). 

 Για έναν παρατηρητή στην αρχή των αξόνων Ο, ο κώνος φωτός χωρίζει τον 

τετραδιάστατο χώρο (χωρόχρονο) σε διάφορες περιοχές. Το σηµείο Ο παριστάνει το 

παρόν (t = 0). Στο σχήµα 2.8.α η περιοχή Ι βρίσκεται µέσα στον κώνο φωτός και 

αφορά το µέλλον (t > 0) και η περιοχή ΙΙ το παρελθόν (t < 0). Οι περιοχές ΙΙΙ και ΙV 

αφορούν ταχύτητες µεγαλύτερες από την ταχύτητα του φωτός στο κενό και φυσικά 

είναι απρόσιτες για τον παρατηρητή Ο. (Ακόµα και αν συµβεί κάποιο γεγονός σε ένα 

σηµείο αυτών των περιοχών, αυτό «αποµακρύνεται» µε τόσο µεγάλες ταχύτητες που 

κανένα «σήµα» δεν µπορεί να φτάσει στον παρατηρητή στο Ο. 

 Ας θεωρήσουµε ότι ένα υλικό σώµα κινείται στο χώρο µε ταχύτητα Y£. 
Αναλύουµε την ταχύτητα αυτή σε συνιστώσες vx , vy, vz κατά µήκος των τριών 

χωρικών αξόνων Οx, Oy, Oz του τετραδιάστατου συστήµατος συντεταγµένων. Τότε, 

γνωρίζουµε ότι: Y� = Ye� + Y � + Y4� 

 Όµως, x = vx · t, y = vy · t και  z = vz · t, άρα �� + ò� + ô� = Ye��� + Y ��� + Y4���        = (Ye� + Y � + Y4�) · �� = (Y�)� 

δηλαδή                                       �� + ò� + ô� = (Y�)�  

 Αν αντί για υλικό σώµα, πρόκειται για φωτόνιο, τότε είναι  

         �� + ò� + ô� = (º�)�                           (*) 

 Γνωρίζουµε ότι η εξίσωση του κώνου στον Ευκλείδειο τρισδιάστατο χώρο 

είναι της µορφής (x – x0)
2 + (y – y0)

2 = (z – z0)
2, όπου η κορυφή του κώνου βρίσκεται 

στο σηµείο (x0 , y0 , z0). Γενικεύοντας στις τέσσερεις διαστάσεις µπορούµε να πούµε 

ότι η (*) παριστάνει έναν κώνο στις τέσσερεις διαστάσεις, τον κώνο φωτός. Μάλιστα, 

αν το γεγονός δεν συµβαίνει στην αρχή του συστήµατος συντεταγµένων Ο, αλλά σε 

ένα σηµείο (x0 , y0 , z0) τη χρονική στιγµή t0, τότε µπορούµε να γράψουµε 

   (x – x0)
2 + (y – y0)

2 + (z – z0)
2 = v2 (t – t0)

2                       (**) 

 Επειδή v < c, σε κάθε περίπτωση η κοσµική γραµµή ενός σώµατος που 

κινείται µε ταχύτητα v βρίσκεται πράγµατι εντός του κώνου φωτός. Αν θεωρήσουµε  

« = Yº o 1 

τότε     �� + ò� + ô� = (Y�)� < (ct)2 
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δηλαδή το σηµείο (x , y , z) απέχει από την αρχή Ο απόσταση µικρότερη από αυτή 

που απέχει ένα φωτόνιο. 

 

EEEE14141414: Στην κλασικ% Φυσικ%, ε�δαµε �τι οι συντεταγµ�νες (x , y , z) και (x΄ , y΄ , z΄) του 

επιβ�τη στα δ�ο ΑΣΑ (των ραγ�ν Ο και του τρ�νου Ο΄ αντ�στοιχα) συνδ�ονται µε τις 

σχ�σεις: x΄ = x – vt , y΄ = y , z΄ = z. Uµως διαπιστ�σαµε (Ε11) �τι για το φως αυτ�ς δεν 

δ�νουν σωστ� αποτελ�σµατα. Ποιες σχ�σεις τελικ� ε�ναι αυτ�ς που συνδ�ουν τις 

συντεταγµ�νες στα δ�ο αυτ� ΑΣΑ; 

 

 Θα ξεκινήσουµε θέτοντας κάποιες παραδοχές που θα κάνουν τον 

προσδιορισµό των ζητούµενων σχέσεων πιο απλό και πιο σαφή.  

 Μπορούµε να επιλέξουµε έτσι τις συντεταγµένες στα δύο συστήµατα, ώστε οι 

αρχές τους να συµπίπτουν όταν τα ρολόγια τους δείχνουν µηδέν. ∆ηλαδή, να 

υποθέσουµε ότι όταν  t = 0 τότε και t΄ = 0 και µάλιστα ότι το σηµείο Ο ταυτίζεται µε 

το Ο΄ (αµέσως µετά το Ο΄ – τρένο – αρχίζει να κινείται και εποµένως τα δύο σηµεία 

δεν ταυτίζονται πλέον). 

 Για τους χωρικούς άξονες θεωρούµε, όπως έχουµε ήδη κάνει, ότι το Ο΄ 

κινείται πάνω στον άξονα Οx και ότι τα επίπεδα συντεταγµένων y = 0 και z = 0 του 

Ο µπορούν να θεωρηθούν ως τα αντίστοιχα επίπεδα συντεταγµένων y΄ = 0 και ź  = 0 

του Ο΄, µε αντίστοιχες τις θετικές πλευρές. Επίσης υποθέτουµε ότι το επίπεδο x΄ = 0 

του Ο΄ αντιστοιχεί στη σχέση x = vt του Ο. 

 Επιπλέον υποθέτουµε ότι οι εξισώσεις που ψάχνουµε είναι αναλλοίωτες (δεν 

µεταβάλλονται) σε µια ταυτόχρονη αντιστροφή των αξόνων x και z σε αµφότερα τα 

συστήµατα, ακολουθούµενη από µια εναλλαγή τονούµενων και άτονων 

συντεταγµένων. 

x , y , z , t ; x́ , ý  , ź  , t́  →  –x́  , ý  , –ź  , t́  ; –x , y , –z , t 

∆ηλαδή θα πρέπει οι σχέσεις να ισχύουν και στην περίπτωση που θεωρήσουµε ως 

κινούµενο το ΑΣΑ Ο µε ταχύτητα –v ως προς το Ο΄. (Η ταυτόχρονη αλλαγή 

προσήµου και στην συντεταγµένη z ή y γίνεται ώστε το σύστηµα συντεταγµένων να 

παραµένει δεξιόστροφο). 

 Ας υποθέσουµε ότι ένα γεγονός έχει συντεταγµένες (x , y , z , t) στο ΑΣΑ Ο 

και (x΄ , ý  , ź  , t́ ) στο ΑΣΑ Ο΄. Θεωρούµε αρχικά ότι κάθε συντεταγµένη στο Ο΄ 

εξαρτάται (γραµµικά) από όλες τις συντεταγµένες του γεγονότος στο Ο. ∆ηλαδή 

    ý  = αx + βy + γz + δt + ε 
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 Όµως, από την υπόθεσή µας η y = 0 πρέπει να συνεπάγεται την y΄ = 0. Άρα 

αx + γz + δt + ε = 0 και εποµένως y΄ = βy. Αν εφαρµόσουµε µια αντιστροφή xz 

παίρνουµε y = β y΄. Άρα β = + 1 και επειδή πρέπει, όταν η ταχύτητα v = 0 να 

προκύπτει ταυτότητα συντεταγµένων, βρίσκουµε ότι β = 1. Ακολουθώντας την ίδια 

λογική και για το ź , καταλήγουµε στο ότι οι δύο σχέσεις είναι οι ίδιες όπως και στην 

κλασική Φυσική, δηλαδή  

y΄ = y , ź  = z 

 Στη συνέχεια, έστω ότι x΄ = Αx + By + Γz + ∆t + E. Από τις υποθέσεις µας, η 

x = vt πρέπει να συνεπάγεται την x΄= 0. Άρα Αvt + By + Γz + ∆t + E = 0, δηλαδή 

Β=Γ=Ε=0 και Αv + ∆ = 0. Για λόγους παράδοσης συµβολίζουµε τον συντελεστή του 

x µε το γράµµα γ, δηλαδή Α = γ. Έχουµε x΄ = γ x – γvt δηλαδή 

x΄ = γ (x – vt) 

 Μια αντιστροφή xy δίνει  –x = γ (–x΄ – vt́ ) = – γ (x΄ + vt́ ), δηλαδή 

x = γ (x΄ + vt́ ). 

Ακολουθώντας την κλασική Φυσική, όπου t = t́ , παίρνουµε ότι γ = 1 και εποµένως 

x΄ = x – vt 

όπως είχαµε βρει. Τώρα (και όχι νωρίτερα) εφαρµόζουµε τον νόµο του Einstein, 

σύµφωνα µε τον οποίο οι x = ct και x΄ = ct́  ισχύουν ταυτόχρονα (αυτό σηµαίνει ότι 

το φως κινείται µε την ίδια ταχύτητα σε κάθε ΑΣΑ). Αντικαθιστώντας αυτές τις 

εκφράσεις στις παραπάνω σχέσεις παίρνουµε τις εξισώσεις  

ct́ = γt (c – v)      και      ct = γt΄ (c + v) 

τις οποίες πολλαπλασιάζουµε κατά µέλη και διαιρούµε µε το tt΄, οπότε παίρνουµε 

²� = º�º� � Y� 

ή 

² = ²(Y) = 1
�1 � Y�º�

 

Αντικαθιστώντας το v/c µε β βρίσκουµε τελικά ότι  

² = ²(«) = 1ª1 � «� 

(επιλέγουµε τη θετική ρίζα ώστε για v = 0 να προκύπτει x΄ = x). Αυτή η τελευταία 

σχέση ονοµάζεται παράγοντας Lorentz και παίζει καθοριστικό ρόλο στη θεωρία της 

ειδικής σχετικότητας. 
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 Αντικαθιστώντας το x΄ από την πρώτη σχέση στη δεύτερη βρίσκουµε επίσης 

ότι       x́  = γ [γ (x – vt) + vt́ ] = γ2x – γvt + vt́  και λύνοντας ως προς t΄ βρίσκουµε 

τελικά  

�΄ = ²(� � Yº� �) 

 Εποµένως συνοψίζοντας, οι εξισώσεις που συνδέουν τις συντεταγµένες στα 

δύο ΑΣΑ είναι οι 

x΄ = γ (x – vt)   ,   ý = y   ,   ź = z   ,   t́ = γ(t – vx/c2) 

όπου το ² = �ª����. 
 

Ε15Ε15Ε15Ε15: Ε�δαµε �τι για �να φωτ�νιο ισχ�ει �� + ò� + ô� = (º�)� % για u = ct,           �� + ò� + ô� � ¡� = 0 . ∆ε�ξτε �τι η ποσ�τητα S2 = x2 + y2 + z2 – u2 παραµ�νει 

σταθερ% σε κ�θε ΑΣΑ, δηλαδ% αν S΄2 = x΄2 + y΄2 + z΄2 – u΄2 η αντ�στοιχη ποσ�τητα στο 

ΑΣΑ Ο΄, τ�τε ισχ�ει S2 = S΄2. Η ποσ�τητα S2 ορ�ζει την χωροχρονικ% απ�στασηχωροχρονικ% απ�στασηχωροχρονικ% απ�στασηχωροχρονικ% απ�σταση στον 

τετραδι�στατο χ�ρο. 

 

 Αντικαθιστώντας τους τύπους του Lorentz για τη µετάβαση από το ένα ΑΣΑ 

στο άλλο βρίσκουµε: 

 Ś 2 = x΄2 + ý 2 + ź 2 – ú 2 = γ2 (x – βu)2 + y2 + z2 – γ2 (u – βx)2  

       = γ2 x2 – 2γ2xβu + γ2β2u2 + y2 + z2 – γ2 u2 + 2γ2xβu – γ2β2x2 

       = γ2 (1  – β2) x2 + y2 + z2 – γ2 (1  – β2) u2 

        = x2 + y2 + z2 – u2 

       = S2. 

 

Ε1Ε1Ε1Ε16666: Να ορ�σετε τις µον�δες µ�τρησης π�νω στους �ξονες των δ�ο συστηµ�των 

συντεταγµ�νων. 

 

 Ας θεωρήσουµε ένα ορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων µε άξονες τους x και 

u = ct, για να εκφράζονται όλες οι διαστάσεις σε µονάδες µήκους. Για ευκολία 

ακολουθούµε τη σύµβαση που θεωρήσαµε στην Ε11, δηλαδή οι µονάδες επιλέγονται 

κατάλληλα ώστε οι κοσµικές γραµµές ενός φωτονίου να είναι οι διχοτόµοι των 

γωνιών του συστήµατος συντεταγµένων.  

 Η ΟΦ αντιστοιχεί στην ευθεία x – u = 0. 

 Η ΟΦ΄ αντιστοιχεί στην ευθεία x + u = 0. 
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Σχήμα 2.9 

 Οι άξονες x΄, ú  του ΑΣΑ Ο΄ σχηµατίζουν την ίδια γωνία φ (εφφ = v/c = β) µε 

τους άξονες x , u, ώστε οι ΟΦ, ΟΦ΄ να παραµένουν αµετάβλητες και να διχοτοµούν 

αντίστοιχα τις γωνίες των αξόνων x΄, ú . 

 Οι τύποι του Lorentz γίνονται για u = ct, ú = ct́ : 

x΄ = γ (x – βu)   ,   ú = γ(u – βx) 

 Ο άξονας x΄ θα είναι η ευθεία πάνω στην οποία είναι u΄ = 0, δηλαδή u = βx. 

 Ο άξονας u΄ θα είναι η ευθεία πάνω στην οποία x΄ = 0, δηλαδή x = βu.  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Σχεδιάσαµε αυτούς τους άξονες µαζί µε τις υπερβολές x2 – u2 = 1 (κλάδοι α 

και β) και x2 – u2 = –1 (κλάδοι γ και δ). Από την Ε15, αφού η χωροχρονική απόσταση 

είναι σταθερή σε κάθε ΑΣΑ, πρέπει οι υπερβολές αυτές να ταυτίζονται µε τις 

αντίστοιχες τονούµενες, δηλαδή µε τις  x΄2 – ú 2 = 1 και x΄2 – ú 2 = –1 αντίστοιχα. 

 Το σηµείο Α, στο οποίο τέµνει η υπερβολή x2 – u2 = 1, τον άξονα x 

αντιστοιχεί προφανώς στο σηµείο (1 , 0) για το ΑΣΑ Ο. Αντίστοιχα το Α΄ είναι το 

σηµείο (1 , 0) πάνω στον άξονα x΄ για το ΑΣΑ Ο΄. Παρόµοια, το σηµείο Β πάνω στον 

άξονα u είναι το (0,1) για το ΑΣΑ Ο και το Β΄ είναι το (0 , 1) για το ΑΣΑ Ο΄. 

 Εποµένως, σχεδιάζοντας τις δύο υπερβολές πάνω στο σύστηµα Οxu και 

φέρνοντας τους άξονες x΄ και  ú , αυτοµάτως ορίζονται οι κατάλληλες µονάδες 
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µέτρησης στο ΑΣΑ Ο΄. Γι αυτό οι δύο υπερβολές ονοµάζονται καµπύλες 

βαθµονόµησης. 

 Χωροχρονικά διαγράµµατα όπως αυτό στο σχήµα 2.9 ονοµάζονται 

διαγράµµατα Minkowski .  

 

Ε1Ε1Ε1Ε17777: Ας θεωρ%σουµε �να τρ�νο που κινε�ται µε σταθερ% ταχ�τητα v, π�νω σε ευθ�γραµµες 

ρ�γες. Οι συντεταγµ�νες (x , y , z , t) του αδρανειακο� συστ%µατος αναφορ�ς (ΑΣΑ) του 

οπο�ου ο �ξονας Οx ε�ναι η ευθε�α των ραγ�ν µε θετικ% κατε�θυνση τη φορ� κ�νησης του 

τρ�νου και οι συντεταγµ�νες (x΄ , y΄ , z΄ , t΄) του αδρανειακο� συστ%µατος αναφορ�ς του 

οπο�ου ο �ξονας Ο΄x΄ ε�ναι κατ� µ%κος του τρ�νου µε θετικ% φορ� �δια µε το ΑΣΑ Ο, 

συνδ�ονται µε τις σχ�σεις  

x΄ = γ (x – βct)   ,   y΄ = y   ,   z΄ = z   ,   t΄ = γ(t – βx/c) 

�που το γ = 
�ª����, β = v / c. 

 Να γρ�ψετε τις σχ�σεις που δ�νουν τις συντεταγµ�νες (x , y , z , t) ως συν�ρτηση 

των (x΄ , y΄ , z΄ , t΄). 

 

 Προφανώς εδώ οι µαθητές πρέπει να επιλύσουν τις εξισώσεις  

   x΄ = γ (x – βct)     και     t́  = γ(t – βx/c) 

ως προς x και t, αφού οι άλλες δύο εξισώσεις παραµένουν ως έχουν. Είναι 

ø �΄ = ²� � ²«º��΄ = ²� � ²«�/ºö 
ή 

ø ²� � ²«º� = �΄�²«� + ²º� = º�΄ö 
και λύνοντας µε τη µέθοδο των οριζουσών βρίσκουµε ότι 

5 = 6 ² �²«�²« ² 6 = ²� � ²�«� = 1 

ενώ 

5e = 6 �΄ �²«º�΄ ² 6 = ²(�΄ + «º�΄)   Á�Â    5�Õ = 6 ² �΄�²« º�΄6 = ²(º�΄ + «�΄) 

άρα 

  x = ²(�΄ + «º�΄)  και   t = ²(�΄ + «�΄/º) 

 Οι τύποι αυτοί δίνουν ακριβώς το αναµενόµενο αποτέλεσµα, αφού είναι σαν 

να κινούνται οι ράγες ως προς το τρένο µε ταχύτητα –v. 
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ΕΕΕΕ18181818: Γνωρ�ζουµε �τι για �να φωτ�νιο ισχ�ει �� + ò� + ô� = (º�)� % για u = ct,           �� + ò� + ô� � ¡� = 0 . ∆ε�ξτε �τι η ποσ�τητα S2 = x2 + y2 + z2 – u2 παραµ�νει 

σταθερ% σε κ�θε ΑΣΑ, δηλαδ% αν S΄2 = x΄2 + y΄2 + z΄2 – u΄2 η αντ�στοιχη ποσ�τητα στο 

ΑΣΑ Ο΄, τ�τε ισχ�ει S2 = S΄2. Η ποσ�τητα S2 ορ�ζει την χωροχρονικ% απ�στασηχωροχρονικ% απ�στασηχωροχρονικ% απ�στασηχωροχρονικ% απ�σταση στον 

τετραδι�στατο χ�ρο. 

 

 Από την Ευκλείδεια Γεωµετρία γνωρίζουµε ότι η απόσταση δύο σηµείων στο 

χώρο είναι ποσότητα αναλλοίωτη, ανεξάρτητη από το σύστηµα των συντεταγµένων 

στο οποίο γίνεται η µέτρηση. Στη θεωρία της σχετικότητας, στα συστήµατα 

αναφοράς στα οποία γίνεται η γεωµετρική απεικόνιση της κίνησης, ποσότητα 

αναλλοίωτη είναι η χωροχρονική απόσταση S2. Η προσθήκη στις τρεις µεταβλητές 

του χώρου x, y , z µιας ακόµη µεταβλητής t ή ct του χρόνου οδηγεί στον χώρο 

Minkowski (ℳ). Σε κάθε κίνηση, οι τέσσερεις µεταβλητές x, y, z, t αποτελούν ένα 

σύνολο µεταβλητών οι οποίες συνδέονται µεταξύ τους µέσω του S2, το οποίο είναι το 

ίδιο σε κάθε ΑΣΑ. Πράγµατι, αντικαθιστώντας τους τύπους του Lorentz για τη 

µετάβαση από το ένα ΑΣΑ στο άλλο βρίσκουµε: 

 Ś 2 = x΄2 + ý 2 + ź 2 – ú 2 = γ2 (x – βu)2 + y2 + z2 – γ2 (u – βx)2  

       = γ2 x2 – 2γ2xβu + γ2β2u2 + y2 + z2 – γ2 u2 + 2γ2xβu – γ2β2x2 

       = γ2 (1  – β2) x2 + y2 + z2 – γ2 (1  – β2) u2 

        = x2 + y2 + z2 – u2 

       = S2. 

 Εποµένως διαπιστώνουµε ότι η ποσότητα αυτή παραµένει σταθερή σε κάθε 

ΑΣΑ. Έτσι µπορεί να θεωρηθεί ως µέτρο της «απόστασης» δύο γεγονότων στον 

τετραδιάστατο χώρο. 

 Το πέρασµα από την τρισδιάστατη γεωµετρία στη γεωµετρία του χώρου 

Minkowski, δεν γίνεται µε τον ίδιο τρόπο που γίνεται η επέκταση της γεωµετρίας δύο 

διαστάσεων του επιπέδου σε γεωµετρία τριών διαστάσεων του χώρου. Στη θεωρία 

της σχετικότητας η τέταρτη µεταβλητή σχετίζεται µε το χρόνο και για την 

οµοιοµορφία των διαστάσεων δίνεται συνήθως σε µήκος φωτός ct. 

 Στην Ευκλείδεια Γεωµετρία το τετράγωνο της απόστασης ενός σηµείου από 

την αρχή των αξόνων είναι r2 = x2 + y2 + z2. Τα πρόσηµα όλων των όρων είναι 

θετικά. Στον χώρο Minkowski αντίστοιχα S2 = x2 + y2 + z2 – u2. Τα τρία πρόσηµα 

είναι θετικά αλλά το τέταρτο είναι αρνητικό. Φαίνεται καθαρά ότι δεν είναι όπως 

στην Ευκλείδεια Γεωµετρία. Εκεί όλες οι διευθύνσεις είναι ισοδύναµες και για όλες η 
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µονάδα µήκους είναι η ίδια. Η µονάδα µήκους ορίζεται από τη σχέση x2 + y2 = 1 για 

το επίπεδο και από τη σχέση x2 + y2 + z2 = 1 στο χώρο. Στο χώρο Minkowski όµως οι 

άξονες x, y, z (χωροειδείς) και ο ct (χρονοειδής) δεν είναι ισοδύναµοι. Για κάθε 

διεύθυνση η µονάδα µήκους είναι διαφορετική και ορίζεται από τη σχέση  

x2 + y2 + z2 – u2 = + 1 

 Στην Ευκλείδεια Γεωµετρία µπορούµε να ορίσουµε για παράδειγµα στοι 

επίπεδο, άπειρο αριθµό ορθογωνίων συστηµάτων συντεταγµένων, που έχουν κοινή 

αρχή και το ένα προκύπτει από το άλλο µε στροφή των αξόνων κατά την ίδια φορά 

και κατά την ίδια γωνία.  Στον τετραδιάστατο χώρο όµως στο επίπεδο x, ct, πάλι 

µπορούµε να ορίσουµε άπειρο αριθµό ισοδύναµων συστηµάτων, στα οποία όµως η 

στροφή των αξόνων γίνεται κατά την ίδια γωνία αλλά κατά αντίθετη φορά και µόνο 

µέσα σε ορισµένη περιοχή για κάθε άξονα, λόγω του ορίου της ταχύτητας του φωτός. 

 Για τους παραπάνω λόγους, η γεωµετρία του χώρου Minkowski, µπορεί να 

χαρακτηριστεί ως ψευδοευκλείδεια, ο χώρος ψευδοευκλείδειος και το αντίστοιχο 

Πυθαγόρειο θεώρηµα ως ψευδοπυθαγόρειο θεώρηµα. Παρόλο το χαρακτηρισµό 

αυτό όµως, ο χώρος αυτός είναι πραγµατικός, στον οποίο συµβαίνουν τα φυσικά 

φαινόµενα. Ο χώρος αυτός των τεσσάρων µεταβλητών δεν είναι απλά ένας χώρος 

τριών διαστάσεων στον οποίο προσθέτουµε ακόµα µία, αλλά δίνει µια γεωµετρική 

απεικόνιση και ερµηνεία των φυσικών φαινοµένων που συµβαίνουν στο χωρόχρονο 

σύµφωνα µε τη θεωρία της σχετικότητας. Η σχέση του S2 υποδεικνύει ότι µπορούµε 

να κάνουµε πιο βολική αυτή τη γεωµετρική ερµηνεία και την ψευδοευκλείδεια να τη 

δούµε τυπικά ως Ευκλείδεια αν θέσουµε u = ict, όπου i η φανταστική µονάδα των 

µιγαδικών αριθµών. Θα έχουµε τότε S2 = x2 + y2 + z2 + u2. Η εισαγωγή της 

φανταστικής µονάδας δεν σηµαίνει ότι εισάγεται κάτι το εξωπραγµατικό, αλλά 

απλοποιεί τα πράγµατα και βοηθά στους αλγεβρικούς υπολογισµούς µε βάση την 

Ευκλείδεια Γεωµετρία, στην οποία και οι τέσσερεις συντεταγµένες είναι ισοδύναµες.  

 

ΕΕΕΕ19191919: Ας θεωρ%σουµε το γνωστ� τρ�νο, που κινε�ται µε σταθερ% ταχ�τητα v = 0,6 c ως 

προς το ΑΣΑ Ο. Ο επιβ�της του τρ�νου τεντ�νει το χ�ρι του και χρησιµοποι�ντας µια 

µετροταιν�α που βρ�σκεται στο χαρτοφ�λακ� του βρ�σκει �τι το χ�ρι του �χει µ%κος 70 cm. 

Π�σο ε�ναι το µ%κος του χεριο� του επιβ�τη �πως το µετρ�ει ο παρατηρητ%ς Ο (που 

βρ�σκεται στο �δαφος και βλ�πει το χ�ρι να περν�ει απ� µπροστ� του); 

 

 Οι συντεταγµένες των άκρων του χεριού του επιβάτη στο Ο΄ (ΑΣΑ του 

τρένου) είναι  x1΄ = 0 και x2΄ = 0,7 m. Για να βρει ο Ο το µήκος του χεριού του 
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επιβάτη πρέπει να µετρήσει ταυτόχρονα (στο σύστηµά του) τις συντεταγµένες του 

χεριού του επιβάτη. Πρέπει εποµένως να είναι t1 = t2 δηλαδή ∆t = 0. Είναι (Ε1) 

   x1΄ = γ (x1 – vt1)     και     x2΄ = γ (x2 – vt2) 

Αφαιρώντας κατά µέλη έχουµε ∆x΄ = γ(∆x – v ∆t) και επειδή ∆t = 0, είναι ∆x΄ = γ ∆x 

άρα 

�� =  ��΄²  

 Παρατηρούµε δηλαδή ότι το µήκος του χεριού του επιβάτη φαίνεται να είναι 

µικρότερο για τον παρατηρητή Ο από ότι για τον παρατηρητή Ο΄, κατά 

συντελεστή γ. Στην προκειµένη περίπτωση, το γ είναι ίσο µε 

² =  1ª1 � «� = 1ª1 � 0,6� ' 1√0,64 = 10,8 ' 1,25  
άρα το µήκος του χεριού του επιβάτη, όπως το µετράει ο παρατηρητής Ο είναι 

∆x = 0,56 m 

 

ΕΕΕΕ20202020: Στο προηγο�µενο ερ�τηµα βρ%καµε �τι το µ%κος του χεριο� του επιβ�τη ε�ναι 

διαφορετικ� για κ�θε �ναν απ� τους δ�ο παρατηρητ�ς. Ποιο �µως ε�ναι το πραγµατικ� του 

µ%κος; 

 

 Η ερώτηση είναι παγίδα. ∆εν υπάρχει η έννοια του «πραγµατικού» µήκους. 

Άλλωστε δεν υπάρχει απόλυτος χώρος και εποµένως δεν έχει νόηµα να µιλάµε για 

αληθινό ή πραγµατικό και για ψεύτικο ή πλασµατικό µήκος. Μπορούµε όµως να 

θεωρήσουµε ως κάτι ιδιαίτερο, το µήκος που µετράµε σε εκείνο το ΑΣΑ που το χέρι 

είναι ακίνητο (προφανώς ο επιβάτης ξέρει κάτι παραπάνω από τους υπόλοιπους για 

το χέρι του – ξέρει;) και αυτό είναι στην περίπτωσή µας το ΑΣΑ Ο΄. Πράγµατι, το 

χέρι δεν κινείται ως προς το τρένο. Τότε το µήκος του (που είναι 0,70 m) παίρνει τη 

µεγαλύτερη τιµή του, την οποία ονοµάζουµε µήκος ηρεµίας ή ιδιοµήκος. 

 Ορίζουµε λοιπόν ως ιδιοµήκος το µήκος που µετρά ένας παρατηρητής ως 

προς ένα ΑΣΑ στο οποίο το αντικείµενο είναι ακίνητο. 

 Άξιο αναφοράς είναι επίσης το γεγονός που προκύπτει ότι αν ένα σώµα 

κινείται µε ταχύτητες που προσεγγίζουν την ταχύτητα του φωτός στο κενό, τότε το 

µήκος του τείνει στο µηδέν. Παρατηρείται δηλαδή µια συστολή του µήκους.  
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ΕΕΕΕ21212121: Θεωρε�στε µ�α ρ�βδο µ%κους 5 m και µια κλειστ% α�θουσα µε διαστ�σεις 4 m µ%κος, 

0,60 m πλ�τος και 3 m �ψος. Χωρ�ει η ρ�βδος στην α�θουσα; Π�ς θα µπορο�σαµε να 

β�λουµε στην �δια α�θουσα µια ρ�βδο µ%κους 8 µ�τρων; 

 

 Προφανώς πρόκειται για απλή εφαρµογή του Πυθαγορείου θεωρήµατος. Η 

ράβδος χωράει στην αίθουσα αν την τοποθετήσουµε ως υποτείνουσα ορθογωνίου 

τριγώνου µε κάθετες πλευρές το µήκος και το ύψος. (52 = 42 + 32) 

 Στην περίπτωση της ράβδου των 8 µέτρων, τα πράγµατα γίνονται µάλλον 

δύσκολα. Η λογική λέει ότι δεν χωράει η ράβδος. Παρόλα αυτά θα δείξουµε ότι όχι 

µόνο χωράει αλλά χωράει και οριζόντια! Πράγµατι, σύµφωνα µε αυτά που λέγαµε 

προηγουµένως, αν τρέξουµε κρατώντας τη ράβδο οριζόντια µε ταχύτητα τέτοια ώστε 

γ = 2, δηλαδή v = 0,866 c, τότε το µήκος της ράβδου για το ΑΣΑ της αίθουσας είναι 

µόλις 4 m και εποµένως χωράει! Ένας άνθρωπος, λοιπόν,  εισέρχεται στην αίθουσα 

µε την παραπάνω ταχύτητα, οπότε το κοντάρι έχει συσταλεί, και κάποιος φίλος του 

κλείνει πίσω του την πόρτα της αίθουσας.  

   

ΕΕΕΕ22222222: Ας λ�σουµε µια ακ�µη απορ�α. Το κοντ�ρι που «τρ�χει» µικρα�νει και γ�νεται το µισ�. 

Uµως τ�τε δεν θα γ�νει µισ� και το µ%κος της α�θουσας; Π�ς χωρ�ει η ρ�βδος των 8 

µ�τρων στην α�θουσα των 2 µ�τρων; 

 

 Ας δούµε τι γίνεται στο ΑΣΑ της ράβδου (εκεί που η ράβδος είναι ακίνητη). 

Η ανοιχτή αίθουσα των 2 µέτρων κινείται προς την ακίνητη ράβδο. Ας υποθέσουµε 

ότι έχουµε επενδύσει την αίθουσα µε πολύ γερό σκυρόδεµα και εποµένως η ράβδος 

δεν µπορεί να διαπεράσει το τοίχωµα. Εποµένως η αποθήκη εξακολουθεί να κινείται 

προς το πίσω άκρο της ράβδου συµπαρασύροντας και το εµπρός άκρο. Όµως, το 

πίσω άκρο παραµένει ακίνητο, αφού δεν ξέρει ακόµα ότι το µπροστά άκρο 

συγκρούστηκε, λόγω της πεπερασµένης ταχύτητας διάδοσης όλων των σηµάτων. 

Ακόµη κι αν το «σήµα» (στην περίπτωση αυτή το ελαστικό ωστικό κύµα) διαδοθεί 

µε την ταχύτητα του φωτός, θα πρέπει να διανύσει απόσταση 8 m, έναντι των 6 m 

που έχει να διανύσει η µπροστινή όψη της αίθουσας, µέχρι να µπει όλη η ράβδος 

µέσα. Εποµένως η ράβδος θα µπει µέσα στην αίθουσα και µάλιστα άνετα αφού µέχρι 

να φτάσει το σήµα στο πίσω µέρος της αυτή θα έχει µπει ολόκληρη. (Αν η ταχύτητα 

ήταν 0,75 c τότε το σήµα θα έφτανε ακριβώς τη στιγµή που η ράβδος έµπαινε όλη 

στην αίθουσα).   
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ΕΕΕΕ23232323: Ο γνωστ�ς επιβ�της του γνωστο� τρ�νου κοιτ�ζει το ρολ�ι του – κλε�νει τα µ�τια του 

και τα ανο�γει π�λι. ∆ιαπιστ�νει πως ο χρ�νος που π�ρασε ε�ναι 2sec. Να βρεθε� η χρονικ% 

δι�ρκεια κατ� την οπο�α ε�χε τα µ�τια του κλειστ� �πως την µετρ� ο παρατηρητ%ς Ο. 

 

 Θεωρούµε ότι η αρχή των αξόνων του ΑΣΑ Ο΄ είναι πάνω στον επιβάτη.  

Θεωρούµε επίσης δύο γεγονότα. Πρώτα το γεγονός ο επιβάτης να κλείνει τα µάτια 

του. Οι συντεταγµένες του γεγονότος ως προς το Ο΄ είναι t1΄, x1΄= 0 ενώ ως προς το 

Ο είναι t1, x1.  

 Χρησιµοποιώντας τον τύπο t1 = ²(��΄ + «��΄/º) βρίσκουµε ότι t1 = γ t1΄. 

 ∆εύτερο γεγονός, ο επιβάτης ανοίγει τα µάτια του. Οι συντεταγµένες του 

γεγονότος ως προς το Ο΄ είναι t2΄, x2΄= 0 ενώ ως προς το Ο είναι t2, x2.  

 Εποµένως, από τη σχέση t2 = ²(��΄ + «��΄/º) βρίσκουµε ότι t2 = γ t2΄. 

∆ηλαδή �� =  ² ��΄  
 Παρατηρούµε δηλαδή ότι το χρονικό διάστηµα, όπως το µετράει ο Ο έχει 

µεγαλώσει κατά τον συντελεστή γ. Το φαινόµενο αυτό το ονοµάζουµε διαστολή του 

χρόνου. 

 Γνωρίζουµε από την υπόθεση ότι ∆t΄= 2sec, άρα ∆t = 2,5 sec. 

 Όπως και πριν για το µήκος, έτσι και τώρα δεν υπάρχει κάποιο χρονικό 

διάστηµα «σωστό». Μπορούµε όµως να ξεχωρίσουµε το χρονικό διάστηµα που 

µετρά ο παρατηρητής στο ΑΣΑ ηρεµίας του ρολογιού, όπου βρίσκουµε και την 

µικρότερη τιµή. Η τιµή αυτή λέγεται και ιδιόχρονος. 

 Η διαστολή του χρόνου, όπως η συστολή του µήκους, είναι πραγµατική και 

αυτό έχει επιβεβαιωθεί πειραµατικά. Για παράδειγµα, τα µιόνια που παράγονται στην 

κορυφή της ατµόσφαιρας από την εισερχόµενη κοσµική ακτινοβολία είναι τόσο 

βραχύβια, ώστε, χωρίς την διαστολή του χρόνου, ακόµη κι αν κινούνταν µε την 

ταχύτητα του φωτός, ο χρόνος της κίνησής τους µέχρι την επιφάνεια της Γης όπου 

φτάνουν, θα ήταν µεγαλύτερος της διάρκειας ζωής τους κατά έναν παράγοντα της 

τάξης του 10. 
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ΕΕΕΕ24242424: Υποθ�τουµε �τι ο γνωστ�ς επιβ�της µετρ� µε τη µετροταιν�α του το µ%κος του 

γνωστο� τρ�νου και το βρ�σκει L=50 m. Τη στιγµ% t΄ = 0, ευρισκ�µενος στο π�σω µ�ρος του 

τρ�νου µε �ναν δε�κτη Laser εκτοξε�ει �να φωτειν� σ%µα προς τα εµπρ�ς. Να βρε�τε στο 

ΑΣΑ Ο και Ο΄ τη χρονικ% στιγµ% που η ακτ�να φτ�νει στο µπροστιν� µ�ρος του τρ�νου 

καθ�ς και το µ%κος του τρ�νου �πως το µετρ� ο παρατηρητ%ς Ο. 

 

 Επειδή στο ΑΣΑ Ο΄ το µήκος του τρένου είναι L, θα ισχύει L = ct́ , άρα 

�΄ = Ûº 

(θεωρώντας ότι c = 300 000 Κm/sec, βρίσκουµε ότι χρειάζονται περίπου 16,67 µsec). 

 Στο σύστηµα Ο είναι  

� = ² ¨�΄ + «�΄º © = ² �Ûº + «Ûº � =  ²Û(1 + «)º = 0,622%¼|º 

 Το µήκος του τρένου στο ΑΣΑ Ο είναι προφανώς L/2 = 25 m. 

 

ΕΕΕΕ25252525: Θεωρο�µε για µια ακ�µη φορ� το γνωστ� τρ�νο που κινε�ται µε ταχ�τητα v ως προς 

το �δαφος. Ο επιβ�της βρ�σκεται στο µ�σον του τρ�νου �που και ε�ναι η αρχ% Ο΄ του ΑΣΑ 

ηρεµ�ας του τρ�νου (εκε� που το τρ�νο θεωρε�ται ακ�νητο). ?ξω απ� το τρ�νο, ακριβ�ς 

δ�πλα στον επιβ�τη, στ�κεται ο σταθµ�ρχης τη χρονικ% στιγµ% t = t΄ = 0, στη θ�ση Ο (η 

οπο�α ταυτ�ζεται τ�ρα µε την Ο΄). Εκε�νη ακριβ�ς τη στιγµ% ο επιβ�της στ�λνει δ�ο 

ακτ�νες laser, µ�α προς το π�σω µ�ρος του τρ�νου και µ�α προς το εµπρ�ς µ�ρος. Μ�λις η 

ακτ�να φτ�σει στο �κρο του τρ�νου συναντ� �να φωτοκ�τταρο το οπο�ο αν�βει �να φως. 

Ποιο απ� τα δ�ο φ�τα θα αν�ψει πρ�το; Το εµπρ�ς % το π�σω; 

 

 Επειδή το φως κινείται µε την ίδια ταχύτητα και έχει να διανύσει ίσες 

αποστάσεις, πρέπει τα δύο φώτα να ανάψουν ταυτόχρονα. Αυτό όµως ισχύει µόνο για 

τον επιβάτη, στο ΑΣΑ Ο΄. Για τον σταθµάρχη, το τρένο κινείται και εποµένως η 

ακτίνα προς το πίσω µέρος του τρένου θα διανύσει µικρότερη απόσταση από ότι η 

ακτίνα προς το εµπρός µέρος. Σύµφωνα µε την προηγούµενη ερώτηση ο 

απαιτούµενος χρόνος, όπως τον µετρά ο σταθµάρχης είναι  

�9:;<ό= =  ²Û(1 + «)º    Á�Â  �;ί>? =  ²Û(1 � «)º   
αφού για την προς τα πίσω ακτίνα το τρένο κινείται µε ταχύτητα –v. 

 ∆ιαπιστώνουµε δηλαδή ότι δύο γεγονότα που για τον επιβάτη είναι 

ταυτόχρονα για κάποιον άλλο παρατηρητή (σταθµάρχης) σε ένα άλλο ΑΣΑ δεν θα 
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είναι ταυτόχρονα αλλά η χρονική τους απόσταση θα εξαρτάται από την σχετική 

κίνηση των δύο συστηµάτων. 

 

ΕΕΕΕ22226666: Να προσδιορ�σετε την χωροχρονικ% απ�σταση δ�ο γεγον�των. Μπορε� η απ�σταση 

αυτ% να ε�ναι αρνητικ%; 

 

 Ας θεωρήσουµε δύο χωροχρονικά σηµεία Α και Β. Έχουµε ορίσει την 

ποσότητα ∆S2 = (∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2 – (c∆t)2 ως τη χωροχρονική απόσταση των δύο 

γεγονότων. Η ποσότητα αυτή µπορεί να πάρει τόσο θετικές όσο και αρνητικές τιµές. 

Πράγµατι, αν θεωρήσουµε τα γεγονότα Α(0 , 0 , 0 , 0) και Β(0 , 0 , 0 , κ), τότε 

προφανώς ∆S2 = -α2 < 0, ενώ αν Β(κ , 0, 0 , 0), τότε ∆S2 = α2 > 0. Τέλος, αν 

θεωρήσουµε τα γεγονότα Α(κ , 0 , 0 , 0) και Β(0 , 0 , 0 , κ) τότε προφανώς ∆S2 = 0 

(ενώ η χωρική απόσταση των σηµείων στα οποία συµβαίνουν τα δύο γεγονότα είναι 

κ ≠ 0). 

 Χαρακτηρίζουµε το διάνυσµα της χωροχρονικής µετατόπισης ΑΒ, ανάλογα 

µε το πρόσηµο της παράστασης ∆S2 για τα σηµεία αυτά ως εξής: 

   Χωροειδές  αν  ∆S2 > 0 

   Χρονοειδές  αν  ∆S2 < 0 

   Φωτοειδές  αν  ∆S2 = 0 

 Οι χαρακτηρισµοί αυτοί είναι δικαιολογηµένοι. Αν σκεφτούµε ένα 

χωροχρονικό διάνυσµα παράλληλο στον άξονα των χρόνων (δηλαδή το διάνυσµα 

που ενώνει δύο γεγονότα που συµβαίνουν στο ίδιο χωρικό σηµείο αλλά σε 

διαφορετική χρονική στιγµή) τότε προφανώς είναι ∆S2 < 0. Κάθε άλλο διάνυσµα που 

έχει αυτή την ιδιότητα ονοµάζεται χρονοειδές, δηλαδή σαν διάνυσµα χρόνου. 

Παρόµοια, αν θεωρήσουµε ένα διάνυσµα παράλληλο σε κάποιον από τους τρεις 

χωρικούς άξονες (δηλαδή ένα διάνυσµα που ενώνει δύο γεγονότα που συµβαίνουν 

την ίδια χρονική στιγµή αλλά σε διαφορετική θέση) τότε προφανώς ∆S2 > 0 και τα 

διανύσµατα µε αυτή την ιδιότητα λέγονται χωροειδή (σαν χωρικά). 
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ΕΕΕΕ22227777: Π�ς µπορο�µε να µετρ�µε την απ�σταση δ�ο σηµε�ων στον τετραδι�στατο χ�ρο ℳ 

(χ�ρος Minkowski)  �ταν το δι�νυσµα µετατ�πισης µεταξ� τους ε�ναι χρονοειδ�ς, χωροειδ�ς 

% φωτοειδ�ς; Π�ς συνδ�εται αυτ� µε τους τ�πους του Lorentz; 

 

 Από εδώ και κάτω γίνεται παρουσίαση ειδικών θεµάτων σχετικά µε τα 

διανύσµατα µετατόπισης που συνδέουν δύο γεγονότα στον ℳ. 

 Για να διευκολυνθούµε µε τους συµβολισµούς µας, θα γράφουµε την 

ποσότητα ∆S2 ως ;. ∆ηλαδή, αν θεωρήσουµε τα χωροχρονικά σηµεία A(x, y, z, t) 

και B(x0, y0, z0, t0), τότε ορίζουµε 

        ;(ΑΒ)=;(A – Β) =(x – x0)
2 + (y – y0)

2 + (z – z0)
2 – (ct – ct0)

2. 

 Ας θεωρήσουµε δύο διακριτά γεγονότα A και B για τα οποία το διάνυσµα 

µετατόπισης   v = A – Β, από το B στο A είναι ένα φωτοειδές, δηλαδή 

     ;(v) = ;(A – Β) = 0 

 Τότε (x – x0)
2 + (y – y0)

2 + (z – z0)
2 – (ct – ct0)

2 = 0. Αυτή όµως είναι ακριβώς 

η συνθήκη που πρέπει να ικανοποιείται µεταξύ δύο γεγονότων που βρίσκονται πάνω 

στην κοσµική γραµµή ενός φωτονίου (Ε13). Γι αυτό και το διάνυσµα v λέγεται 

φωτοειδές. Από την οµοιότητα της σχέσης αυτής µε την εξίσωση ενός ορθού 

κυκλικού κώνου στον ℝ3, ορίζουµε τον κώνο φωτός CN(x0) στο x0 ∊ ℳ, ως εξής: 

   CN(x0) = {x ∊ ℳ : ;(x – x0) = 0} 

και τον απεικονίζουµε, συµπιέζοντας την τρίτη χωρική συντεταγµένη του z όπως 

φαίνεται στο Σχήµα.  

 Ο CN(x0) αποτελείται εποµένως από όλα εκείνα τα γεγονότα στον ℳ που 

«µπορούν να συνδεθούν µε το x0 µε µια ακτίνα φωτός». ∆ηλαδή είτε γίνονται 
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ταυτόχρονα στο ίδιο χωρικό σηµείο µε το x0, είτε σε σηµείο που απέχει χωρικά και 

χρονικά από το x0, όσο χρειάζεται το φως για να φτάσει από το x0 στο σηµείο x. 

 Για κάθε τέτοιο γεγονός x (x ≠ x0) ορίζουµε την φωτοειδή κοσµική γραµµή 

(ή ακτίνα φωτός) 

   def,e = g�� +  � (� � ��): � h  ℜi 

 Ας θεωρήσουµε την κίνηση ενός υλικού σώµατος που κινείται µε ταχύτητα v 

ως προς ένα ΑΣΑ Ο. Τότε, όπως είδαµε το σηµείο αυτό διαγράφει µια γραµµή στο 

χωροχρόνο (Σχήµα 2.8α και β). Για δύο γειτονικά σηµεία στη γραµµή αυτή ισχύει 

∆S2 < 0 (Ε13) και εποµένως το διάνυσµα µετατόπισης είναι χρονοειδές (βρίσκεται 

στο εσωτερικό του κώνου φωτός). 

  

Χρονοειδή διανύσµατα 

 Ας θεωρήσουµε δύο γεγονότα για τα οποία το διάνυσµα µετατόπισης είναι 

χρονοειδές, δηλαδή ;(ΑΒ) < 0. Τότε αφού (∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2 < (c∆t)2, προφανώς 

∆t ≠ 0 (δηλαδή τα δύο γεγονότα δεν είναι ταυτόχρονα σε κανένα ΑΣΑ). 

 Θεωρούµε ότι το ∆t > 0, δηλαδή ότι το γεγονός Β λαµβάνει χώρα 

µεταγενέστερα του γεγονότος Α, δηλαδή το διάνυσµα ΑΒ «κοιτά» προς το µέλλον. 

Έτσι παίρνουµε το πηλίκο ������+��ò�� + ��ô���� �Ã�º���� o 1 

 Από φυσικής άποψης, εκείνο που λέµε είναι ότι αν κάποιος επρόκειτο να 

ταξιδέψει µε ταχύτητα v = 
��Äe����Ä ����Ä4���¶ �Ã

ÄÕ   ως προς ένα ΑΣΑ Ο κατά 

µήκος µιας γραµµής Σ που συνδέει τα σηµεία (x0 , y0 , z0) και (x , y , z) και αυτός ο 

κάποιος ήταν παρών στο πρώτο γεγονός θα ήταν παρόντας και στο δεύτερο γεγονός. 

Υπάρχει δηλαδή ένα ΑΣΑ (το ΑΣΑ του «κάποιου», έστω Ο΄) στο οποίο τα δύο 

γεγονότα συµβαίνουν στο ίδιο χωρικό σηµείο, δηλαδή ∆x΄ = ∆y΄ = ∆z΄ = 0. 

Πράγµατι, ας θεωρήσουµε ότι ∆x ≠ 0 (µε τον τυποποιηµένο σχηµατισµό είναι 

προφανώς ∆y = ∆z = 0), αλλιώς δεν έχουµε κάτι να αποδείξουµε. Είναι  

« ' ��º��    ,     ² '  1ª1 � «� ' º��ª������� � �º����� 
Όµως     ∆t΄ = γ (∆t – β∆x/c) 

º��΄ ' ²�º�� � «��� ' �º���� � �����ª�;�BC� ' ª�;�BC� 
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Όµως  ;(ΑΒ) = (∆x)2 – (c∆t)2, άρα ∆x = 0. 

 Για κάθε χρονοειδές διάνυσµα v στο ℳ ορίζουµε την διάρκεια τ(v) του v ως  

τ(v) = ª�;(Y). Αν το v είναι το διάνυσµα µετατόπισης ΑΒ, τότε η τ(ΑΒ) 

ερµηνεύεται φυσικά ως η χρονική διαφορά των γεγονότων Α και Β σε κάθε ΑΣΑ, 

στο οποίο τα δύο γεγονότα συµβαίνουν στο ίδιο χωρικό σηµείο. 

 Ένα υποσύνολο του ℳ της µορφής Τ = {x0 + t (x – x0) : t ∊ ℜ}, όπου x – x0 

είναι ένα χρονοειδές, λέγεται χρονοειδής ευθεία στο ℳ. Μια χρονοειδής ευθεία που 

διέρχεται από την αρχή ονοµάζεται άξονας χρόνου (time axis). 

 Κάθε άξονας χρόνου είναι ο ct́ – άξονας κάποιου αδρανειακού συστήµατος 

συντεταγµένων του ℳ και έτσι πρέπει να ταυτίζεται µε την κοσµική γραµµή κάποιου 

αδρανειακού παρατηρητή. Αφού κάθε χρονοειδής ευθεία είναι παράλληλη µε 

κάποιον άξονα χρόνου, θα θεωρούµε κάθε τέτοια ευθεία ως την κοσµική γραµµή 

ενός σηµείου σε ηρεµία στο αντίστοιχο σύστηµα αναφοράς (ας πούµε η κοσµική 

γραµµή κάποιου «βοηθού» του παρατηρητή µας). 

Παρατηρήσεις 

 1) Αν Τ είναι ένας άξονας χρόνου και x , x0 είναι δυο γεγονότα, τότε το x – x0 

είναι ορθογώνιο στο Τ αν και µόνο αν τα x και x0 είναι διαδοχικά σε κάθε σύστηµα 

αναφοράς που έχει ως ct́  – άξονα τον Τ. 

 2) Αν x – x0 είναι ένα χρονοειδές και s είναι ένας τυχαίος, µη αρνητικός 

αριθµός, τότε υπάρχει ένα αδρανειακό σύστηµα αναφοράς στο οποίο, η χωρική 

απόσταση των x και x0 είναι s. Επίσης η χρονική διαφορά των x και x0 µπορεί να 

είναι οποιοσδήποτε πραγµατικός αριθµός µεγαλύτερος ή ίσος στην τ(x – x0). 

 Η διάρκεια τ(x – x0) είναι εποµένως η µικρότερη χρονική διαφορά που µπορεί 

να έχουν δύο γεγονότα και γι αυτό συνήθως ονοµάζεται και κανονική (proper) 

χρονική διαφορά (ή ιδιόχρονος) των x0 και x. Όταν δεν υπάρχει περίπτωση 

παρανόησης θα τη συµβολίζουµε µε ∆τ. 

 

 Κάθε χρονοειδές διάνυσµα v βρίσκεται µεταξύ κάποιων αξόνων χρόνου, έτσι 

η τ(v) µπορεί να θεωρηθεί ως ένα «χρονικό µήκος» του v (η χρονική διαφορά της 

ουράς και της κορυφής του όπως καταγράφεται από έναν παρατηρητή που τα βιώνει 

και τα δύο). Είναι µια µάλλον ασυνήθιστη έννοια µήκους, όµως, αφού οι ανάλογες 

βασικές ανισότητες που κάποιος έχει συνηθίσει να χρησιµοποιεί στο Ευκλείδειο 

µήκος είναι γενικά αντεστραµµένες. 
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  Αντίστροφη Τριγωνική Ανισότητα 

 Αν v και w είναι δύο χρονοειδή διανύσµατα που «κοιτούν» προς το µέλλον, 

τότε    τ(v + w) > τ(v) + τ(w)     

και η ισότητα ισχύει αν και µόνο αν τα v και w είναι γραµµικώς εξαρτηµένα. 

 Η αιτία για την οποία η τριγωνική ανισότητα είναι «αντεστραµµένη» γίνεται 

απόλυτα κατανοητή, αν θεωρήσουµε ένα σύστηµα συντεταγµένων σε σχέση µε το 

οποίο v = (v1 , v2 , v3 , v4) , w = (w1 , w2 , w3 , w4) και v + w = (0 , 0 , 0 , v4 + w4) 

(αυτό απλά σηµαίνει να θεωρήσουµε τον άξονα χρόνου που διέρχεται από το v4 + w4 

ως τον ct́ – άξονα). Τότε όµως τ(v) = [(v4)2 – (v1)2 – (v2)2 – (v3)2]1/2 < v4 και όµοια 

τ(w) < w4. Όµως τ(v + w) = v4 + w4. 

 

Χωροειδή διανύσµατα 

 Ας θεωρήσουµε δύο γεγονότα για τα οποία το διάνυσµα µετατόπισης είναι 

χωροειδές, δηλαδή ;(ΑΒ) > 0. Τότε είναι (∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2 > (c∆t)2 σε κάθε 

ΑΣΑ και εποµένως το ΑΒ βρίσκεται στο εξωτερικό του φωτοειδούς κώνου στο Α και 

προφανώς δεν υπάρχει ΑΣΑ στο οποίο τα δύο γεγονότα να µπορούσαν να γίνουν στο 

ίδιο σηµείο ή δεν υπάρχει αδρανειακός παρατηρητής που θα µπορούσε να βιώσει 

ταυτόχρονα τα δύο γεγονότα. Παρόλα αυτά, χρησιµοποιώντας ένα ανάλογο 

επιχείρηµα όπως και για τα χρονοειδή διανύσµατα, θα δείξουµε ότι υπάρχει ένα 

πλαίσιο αναφοράς ως προς το οποίο τα δύο γεγονότα συµβαίνουν ταυτόχρονα. 

 Έστω x , x0 δύο γεγονότα του ℳ µε το x – x0 να είναι χωροειδές, δηλαδή  ��£º�� - 1 

όπου ��£ = �(��)�+(�ò)� + (�ô)��� �Ã . Θεωρούµε β = 
�ÄÕÄe  < 1 και εποµένως              

γ = 
Äeª;(e�ef)  και βγ = 

�ÄÕª;(e�ef). Τότε, c∆t΄ = 0.  Εποµένως υπάρχει αδρανειακό 

σύστηµα σε σχέση µε το οποίο τα δύο γεγονότα είναι ταυτόχρονα. 

 Μπορούµε ακόµα να δείξουµε (επιλέγοντας κατάλληλα το β) ότι αν s είναι 

ένας τυχαίος πραγµατικός αριθµός, τότε υπάρχει ένα ΑΣΑ σε σχέση µε το οποίο η 

χρονική διαφορά των x και x0 είναι s (άρα γενικά οι αδρανειακοί παρατηρητές δεν 

συµφωνούν µεταξύ τους ούτε καν στη σειρά µε την οποία τα δύο γεγονότα 

συνέβησαν). 

 Αφού �(��)� + (�ò)� + (�ô)���/� = ª(º��)� + D(� � ��)  σε κάθε 

αδρανειακό πλαίσιο και αφού η (c∆t)2 µπορεί να πάρει οποιονδήποτε µη αρνητικό 



 

πραγµατικό αριθµό, η χωρική

[Q(x – x1)]
1/2. ∆εν υπάρχει αδρανειακό

απόσταση να γίνει µικρότερη

 Ορίζουµε, για κάθε δύο

κανονική (proper) χωρική απόσταση

    

και τη θεωρούµε ως τη χωρική

τα δύο γεγονότα είναι ταυτόχρονα

 

 Έστω Τ µια τυχαία

µπορεί να θεωρηθεί ως η κοσµική

αδρανειακό σύστηµα αναφοράς

των χωρικών συντεταγµένων

 Έστω x στο ℳ τέτοιο

δύο σηµεία τοµής της Τ µε τον

 Παρατηρούµε ότι 

    

Πράγµατι, αφού το x – x1 

άρα   

 0 = –τ2(x0 – x1) + 2(

 

Όµοια, αφού το x2 – x είναι φωτοειδές

 0 = –τ2(x2 – x0) – 2(

116 

αριθµό η χωρική διαφορά των x και x0 είναι µεγαλύτερη

∆εν υπάρχει αδρανειακό σύστηµα αναφοράς στο οποίο η

γίνει µικρότερη.  

Ορίζουµε για κάθε δύο γεγονότα x και x0 για τα οποία (x 

χωρική απόσταση  S(x – x0) του x από το x0 µε 

 S(x – x0) = [Q(x – x1)]
1/2 

θεωρούµε ως τη χωρική διαφορά τους σε κάθε σύστηµα αναφοράς

είναι ταυτόχρονα (λέγεται και ιδιοµήκος του x – x0). 

µια τυχαία χρονοειδής ευθεία που περιέχει το x0. Είδαµε

θεωρηθεί ως η κοσµική γραµµή κάποιου παρατηρητή σε ηρεµία

σύστηµα αναφοράς, που όµως δεν βρίσκεται υποχρεωτικά

συντεταγµένων αυτού του συστήµατος. 

τέτοιο ώστε το x – x0 να είναι χωροειδές και έστω

τοµής της Τ µε τον CN(x) όπως φαίνεται στο σχήµα.  

 

S2(x – x0) = τ(x0 – x1) τ(x2 – x0)                      (1.5.1)

 είναι φωτοειδές είναι 0 = Q(x – x1) = Q�(x0 –

) + 2(x0 – x1) (x – x0) + S2(x – x0)                               

είναι φωτοειδές, 0 = Q(x2 – x) = Q�(x2 – x0) + (x

2(x2 – x0) (x – x0) + S2(x – x0)                               

είναι µεγαλύτερη ή ίση µε     

στο οποίο η χωρική τους 

 – x0) > 0, την 

σύστηµα αναφοράς στο οποίο 

 

. Είδαµε ότι η Τ 

παρατηρητή σε ηρεµία σε ένα 

υποχρεωτικά στην αρχή 

χωροειδές και έστω x1 , x2 τα 

)                      (1.5.1) 

– x1) + (x – x0)] 

                               (1.5.2) 

x – x0)] άρα   

                               (1.5.3) 
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 Αφού τα x2 – x0 και x0 – x1 είναι συγγραµµικά, υπάρχει µια σταθερά κ > 0 

τέτοια, ώστε x2 – x0 = κ(x0 – x1) άρα τ2(x2 – x0) = κ2 τ2(x0 – x1). 

 Πολλαπλασιάζοντας την (1.5.2) µε κ και προσθέτοντας το αποτέλεσµα στην 

(1.5.3) βρίσκουµε 

   – (κ + κ2) τ2(x0 – x1) + (κ + 1) S2(x – x0) = 0 

Αφού κ + 1 ≠ 0 (τα x1 και x2 δεν ταυτίζονται) βρίσκουµε 

    S2(x – x0) = κ τ2(x0 – x1) 

          = τ(x0 – x1) [κ τ(x0 – x1)] 

          = τ(x0 – x1) τ(x2 – x0) 

 Αν x, x0 και x1 είναι τρία γεγονότα στο ℳ για τα οποία τα διανύσµατα 

µετατόπισης x – x0  και x1 – x είναι χωροειδή και ορθογώνια, τότε  

   S2 (x1 – x0) = S2(x1 – x) + S2(x – x0)   

όπως εύκολα µπορεί να διαπιστώσει κανείς από τον ορισµό του S και της ; και το 

γεγονός ότι τα δύο διανύσµατα είναι ορθογώνια. 
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2.3. Φύλλο Εργασίας 

Φύλλο Εργασίας 

Ε1Ε1Ε1Ε1: Π�ς µπορο�µε να προσδιορ�σουµε τη θ�ση εν�ς σηµε�ου στο χ�ρο; 

 

Ε2Ε2Ε2Ε2: Το σ�στηµα συντεταγµ�νων στο επ�πεδο αποτελε�ται απ� δ�ο �ξονες, κ�θετους µεταξ� 

τους. Πως θα ε�ναι το αντ�στοιχο σ�στηµα στο χ�ρο; 

 

Ε3Ε3Ε3Ε3: Σχεδι�στε �να σ�στηµα αξ�νων στο χαρτ� σας. 

 

Ε4Ε4Ε4Ε4: ∆ιαφ�ρουν οι γεωµετρικ�ς ιδι�τητες των σχηµ�των απ� το �να σ�στηµα συντεταγµ�νων 

στο �λλο; 

- Σχεδι�στε π�νω στο σ�στηµα των αξ�νων του προηγο�µενου ερωτ%µατος �να τετρ�γωνο. 

- Σχεδι�στε �να δε�τερο σ�στηµα συντεταγµ�νων.  

- Το τετρ�γωνο που σχεδι�σατε πριν �παψε να ε�ναι τετρ�γωνο; ?χασε κ�ποια απ� τις 

ιδι�τητες % τα χαρακτηριστικ� του; 

 

Ε5Ε5Ε5Ε5: Π�ς µετρ�µε την απ�σταση εν�ς σηµε�ου π�νω στο επ�πεδο απ� την αρχ% Ο των 

αξ�νων; Π�ς µπορο�µε να µετρ%σουµε την αντ�στοιχη απ�σταση εν�ς σηµε�ου του χ�ρου 

απ� την αρχ% Ο; 

- Υπολογ�στε την απ�σταση του σηµε�ου Α(3,4) απ� την αρχ% των αξ�νων. 

- Υπολογ�στε την απ�σταση των σηµε�ων Α(3 , 4) και Β(2,7). 

- Υπολογ�στε την απ�σταση του σηµε�ου Γ(1 , -2 , 2) απ� την αρχ% του συστ%µατος 

συντεταγµ�νων.  

 

Ε6Ε6Ε6Ε6: Τι ονοµ�ζουµε σ�στηµα αναφορ�ςσ�στηµα αναφορ�ςσ�στηµα αναφορ�ςσ�στηµα αναφορ�ς; 

 

Ε7Ε7Ε7Ε7: Τι ε�ναι ο χρ�νος; 

 

Ε8Ε8Ε8Ε8: Για να παραστ%σουµε τη θ�ση µιας µ�γας µ�σα σε �να δωµ�τιο αρκε� �να σ�στηµα 

συντεταγµ�νων �πως αυτ� που φτι�ξαµε πριν. Π�ς θα παριστ�νατε την κ�νηση της µ�γας 

στο δωµ�τιο; 

 

Ε9Ε9Ε9Ε9: Π�ς θα ε�ναι η γραφικ% παρ�σταση εν�ς ακ�νητου σ�µατος και π�ς εν�ς σ�µατος που 

κινε�ται µε ταχ�τητα v; 
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Ε10Ε10Ε10Ε10: Ας θεωρ%σουµε �να τρ�νο που κινε�ται π�νω σε µια ευθ�γραµµη ρ�γα µε σταθερ% 

ταχ�τητα v. ?νας επιβ�της βρ�σκεται καθισµ�νος στο µ�σον του τρ�νου. Ποια ε�ναι η 

κοσµικ% γραµµ% του επιβ�τη:  

α) ως προς �να αδρανειακ� σ�στηµα αναφορ�ς Ο που βρ�σκεται π�νω στις ρ�γες;  

β) ως προς �να αδρανειακ� σ�στηµα αναφορ�ς Ο΄ που βρ�σκεται π�νω στο τρ�νο; 

 Π�ς συνδ�ονται οι συντεταγµ�νες του επιβ�τη στα δ�ο ΑΣΑ; 

 

Ε11Ε11Ε11Ε11: Ας θεωρ%σουµε τ�ρα �τι τη χρονικ% στιγµ% t = 0, ο επιβ�της του τρ�νου (το οπο�ο 

κινε�ται µε ταχ�τητα v) εκπ�µπει µια δ�σµη φωτ�ς (laser) προς το εµπρ�ς µ�ρος. Ποια 

ε�ναι η κοσµικ% ακτ�να του φωτον�ου της δ�σµης ως προς το ΑΣΑ Ο; Ποια ε�ναι η 

ταχ�τητα µε την οπο�α κινε�ται το φως; 

 

Ε12Ε12Ε12Ε12: Π�τε η γων�α του �ξονα Οt΄ θα σχηµατ�ζει γων�α 45ο µε τον �ξονα Οt; Μπορε� η 

γων�α αυτ% να γ�νει µεγαλ�τερη απ� 45ο; Τι θα σ%µαινε αυτ�; 

 

Ε13Ε13Ε13Ε13: Ας θεωρ%σουµε το γνωστ� τρ�νο µε τον γνωστ� επιβ�τη που κινο�νται π�νω στις 

ρ�γες µε ταχ�τητα v. Το τρ�νο �χει µ%κος 2α και ο επιβ�της κ�θεται ακριβ�ς στο µ�σον 

του τρ�νου. Τη χρονικ% στιγµ% t = 0, ο επιβ�της (απ� το σηµε�ο Μ) στ�λνει δ�ο φωτειν�ς 

ακτ�νες (laser) µ�α προς το π�σω µ�ρος του τρ�νου (σηµε�ο Α) και µ�α προς το εµπρ�ς µ�ρος 

του τρ�νου (σηµε�ο Β).  

 - Ποια ε�ναι η κοσµικ% γραµµ% κ�θε φωτον�ου; 

 - Αν αντ� για φωτειν% ακτ�να, ο επιβ�της ρ�ξει �να βλ%µα πυροβ�λου �πλου, ποια 

θα ε�ναι η κοσµικ% γραµµ% του βλ%µατος;  

 

EEEE14141414: Στην κλασικ% Φυσικ%, ε�δαµε �τι οι συντεταγµ�νες (x , y , z) και (x΄ , y΄ , z΄) του 

επιβ�τη στα δ�ο ΑΣΑ (των ραγ�ν Ο και του τρ�νου Ο΄ αντ�στοιχα) συνδ�ονται µε τις 

σχ�σεις: x΄ = x – vt , y΄ = y , z΄ = z. Uµως διαπιστ�σαµε (Ε11) �τι για το φως αυτ�ς δεν 

δ�νουν σωστ� αποτελ�σµατα. Ποιες σχ�σεις τελικ� ε�ναι αυτ�ς που συνδ�ουν τις 

συντεταγµ�νες στα δ�ο αυτ� ΑΣΑ; 

 

Ε15Ε15Ε15Ε15: Ε�δαµε �τι για �να φωτ�νιο ισχ�ει �� + ò� + ô� = (º�)� % για u = ct,           �� + ò� + ô� � ¡� = 0 . ∆ε�ξτε �τι η ποσ�τητα S2 = x2 + y2 + z2 – u2 παραµ�νει 

σταθερ% σε κ�θε ΑΣΑ, δηλαδ% αν S΄2 = x΄2 + y΄2 + z΄2 – u΄2 η αντ�στοιχη ποσ�τητα στο 

ΑΣΑ Ο΄, τ�τε ισχ�ει S2 = S΄2. Η ποσ�τητα S2 ορ�ζει την χωροχρονικ% απ�στασηχωροχρονικ% απ�στασηχωροχρονικ% απ�στασηχωροχρονικ% απ�σταση στον 

τετραδι�στατο χ�ρο. 
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Ε16Ε16Ε16Ε16: Να ορ�σετε τις µον�δες µ�τρησης π�νω στους �ξονες των δ�ο συστηµ�των 

συντεταγµ�νων. 

 

Ε1Ε1Ε1Ε17777: Ας θεωρ%σουµε �να τρ�νο που κινε�ται µε σταθερ% ταχ�τητα v, π�νω σε ευθ�γραµµες 

ρ�γες. Οι συντεταγµ�νες (x , y , z , t) του αδρανειακο� συστ%µατος αναφορ�ς (ΑΣΑ) του 

οπο�ου ο �ξονας Οx ε�ναι η ευθε�α των ραγ�ν µε θετικ% κατε�θυνση τη φορ� κ�νησης του 

τρ�νου και οι συντεταγµ�νες (x΄ , y΄ , z΄ , t΄) του αδρανειακο� συστ%µατος αναφορ�ς του 

οπο�ου ο �ξονας Ο΄x΄ ε�ναι κατ� µ%κος του τρ�νου µε θετικ% φορ� �δια µε το ΑΣΑ Ο, 

συνδ�ονται µε τις σχ�σεις  

x΄ = γ (x – βct)   ,   y΄ = y   ,   z΄ = z   ,   t΄ = γ(t – βx/c) 

�που το γ = 
�ª����, β = v / c. 

 Να γρ�ψετε τις σχ�σεις που δ�νουν τις συντεταγµ�νες (x , y , z , t) ως συν�ρτηση 

των (x΄ , y΄ , z΄ , t΄). 

 

ΕΕΕΕ18181818: Γνωρ�ζουµε �τι για �να φωτ�νιο ισχ�ει �� + ò� + ô� = (º�)� % για u = ct,           �� + ò� + ô� � ¡� = 0 . ∆ε�ξτε �τι η ποσ�τητα S2 = x2 + y2 + z2 – u2 παραµ�νει 

σταθερ% σε κ�θε ΑΣΑ, δηλαδ% αν S΄2 = x΄2 + y΄2 + z΄2 – u΄2 η αντ�στοιχη ποσ�τητα στο 

ΑΣΑ Ο΄, τ�τε ισχ�ει S2 = S΄2. Η ποσ�τητα S2 ορ�ζει την χωροχρονικ% απ�στασηχωροχρονικ% απ�στασηχωροχρονικ% απ�στασηχωροχρονικ% απ�σταση στον 

τετραδι�στατο χ�ρο. 

 

ΕΕΕΕ19191919: Ας θεωρ%σουµε το γνωστ� τρ�νο, που κινε�ται µε σταθερ% ταχ�τητα v = 0,6 c ως 

προς το ΑΣΑ Ο. Ο επιβ�της του τρ�νου τεντ�νει το χ�ρι του και χρησιµοποι�ντας µια 

µετροταιν�α που βρ�σκεται στο χαρτοφ�λακ� του βρ�σκει �τι το χ�ρι του �χει µ%κος 70 cm. 

Π�σο ε�ναι το µ%κος του χεριο� του επιβ�τη �πως το µετρ�ει ο παρατηρητ%ς Ο (που 

βρ�σκεται στο �δαφος και βλ�πει το χ�ρι να περν�ει απ� µπροστ� του); 

 

ΕΕΕΕ20202020: Στο προηγο�µενο ερ�τηµα βρ%καµε �τι το µ%κος του χεριο� του επιβ�τη ε�ναι 

διαφορετικ� για κ�θε �ναν απ� τους δ�ο παρατηρητ�ς. Ποιο �µως ε�ναι το πραγµατικ� του 

µ%κος; 

 

ΕΕΕΕ21212121: Θεωρε�στε µ�α ρ�βδο µ%κους 5 m και µια κλειστ% α�θουσα µε διαστ�σεις 4 m µ%κος, 

0,60 m πλ�τος και 3 m �ψος. Χωρ�ει η ρ�βδος στην α�θουσα; Π�ς θα µπορο�σαµε να 

β�λουµε στην �δια α�θουσα µια ρ�βδο µ%κους 8 µ�τρων; 
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ΕΕΕΕ22222222: Ας λ�σουµε µια ακ�µη απορ�α. Το κοντ�ρι που «τρ�χει» µικρα�νει και γ�νεται το µισ�. 

Uµως τ�τε δεν θα γ�νει µισ� και το µ%κος της α�θουσας; Π�ς χωρ�ει η ρ�βδος των 8 

µ�τρων στην α�θουσα των 2 µ�τρων; 

 

ΕΕΕΕ23232323: Ο γνωστ�ς επιβ�της του γνωστο� τρ�νου κοιτ�ζει το ρολ�ι του – κλε�νει τα µ�τια του 

και τα ανο�γει π�λι. ∆ιαπιστ�νει πως ο χρ�νος που π�ρασε ε�ναι 2sec. Να βρεθε� η χρονικ% 

δι�ρκεια κατ� την οπο�α ε�χε τα µ�τια του κλειστ� �πως την µετρ� ο παρατηρητ%ς Ο. 

 

ΕΕΕΕ24242424: Υποθ�τουµε �τι ο γνωστ�ς επιβ�της µετρ� µε τη µετροταιν�α του το µ%κος του 

γνωστο� τρ�νου και το βρ�σκει L=50 m. Τη στιγµ% t΄ = 0, ευρισκ�µενος στο π�σω µ�ρος του 

τρ�νου µε �ναν δε�κτη Laser εκτοξε�ει �να φωτειν� σ%µα προς τα εµπρ�ς. Να βρε�τε στο 

ΑΣΑ Ο και Ο΄ τη χρονικ% στιγµ% που η ακτ�να φτ�νει στο µπροστιν� µ�ρος του τρ�νου 

καθ�ς και το µ%κος του τρ�νου �πως το µετρ� ο παρατηρητ%ς Ο. 

 

ΕΕΕΕ25252525: Θεωρο�µε για µια ακ�µη φορ� το γνωστ� τρ�νο που κινε�ται µε ταχ�τητα v ως προς 

το �δαφος. Ο επιβ�της βρ�σκεται στο µ�σον του τρ�νου �που και ε�ναι η αρχ% Ο΄ του ΑΣΑ 

ηρεµ�ας του τρ�νου (εκε� που το τρ�νο θεωρε�ται ακ�νητο). ?ξω απ� το τρ�νο, ακριβ�ς 

δ�πλα στον επιβ�τη, στ�κεται ο σταθµ�ρχης τη χρονικ% στιγµ% t = t΄ = 0, στη θ�ση Ο (η 

οπο�α ταυτ�ζεται τ�ρα µε την Ο΄). Εκε�νη ακριβ�ς τη στιγµ% ο επιβ�της στ�λνει δ�ο 

ακτ�νες laser, µ�α προς το π�σω µ�ρος του τρ�νου και µ�α προς το εµπρ�ς µ�ρος. Μ�λις η 

ακτ�να φτ�σει στο �κρο του τρ�νου συναντ� �να φωτοκ�τταρο το οπο�ο αν�βει �να φως. 

Ποιο απ� τα δ�ο φ�τα θα αν�ψει πρ�το; Το εµπρ�ς % το π�σω; 

 

ΕΕΕΕ22226666: Να προσδιορ�σετε την χωροχρονικ% απ�σταση δ�ο γεγον�των. Μπορε� η απ�σταση 

αυτ% να ε�ναι αρνητικ%; 

 

ΕΕΕΕ22227777: Π�ς µπορο�µε να µετρ�µε την απ�σταση δ�ο σηµε�ων στον τετραδι�στατο χ�ρο ℳ 

(χ�ρος Minkowski)  �ταν το δι�νυσµα µετατ�πισης µεταξ� τους ε�ναι χρονοειδ�ς, χωροειδ�ς 

% φωτοειδ�ς; Π�ς συνδ�εται αυτ� µε τους τ�πους του Lorentz; 
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