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x 0 g x g 0 0 f x x      4

h x f x x


 3

x
lim x  


 

x
lim f x

           2
g x g 0 0 f x 3x            3

h x h 0 0 f x 4x

  2 3
3x f x 4x


 2

x
lim 3x  


  

x
lim f x

  x,x 1          f f x 1 f x

     2 3
3 f 4    x x 1 x 

 


  2

x
lim 3       

 
       

x x
lim f lim f x 1 f x

      x
t x f x 1 e x 0     

      
x

t x f x e 0 t 0,

  t 0 0 x 0     t x t 0 0 x 0

     3
2f x 3f x x 4 

0
x x      3

0 0 0
2f x 3f x x 4

            3 3

0 0 0
2f x 2f x 3f x 3f x x x

                   2 2

0 0 0 0
f x f x 2f x 2f x f x 2f x 3 x x

         2 2

0 0
2f x 2f x f x 2f x 0     2

0
12f x 0

   
       


 

  

0

0 2 2

0 0

x x
f x f x

2f x 2f x f x 2f x 3
 1

   
       

 
   

  

0 0

0 2 2

0 0

x x x x
f x f x

32f x 2f x f x 2f x 3

   
 

    
0 0

0

x x x x
f x f x

3 3

        
 

   
0 0

0 0
x x x x
lim f x f x 0 lim f x f x 

0
x

 
   

       


 

   

0

2 2

0 0 0

f x f x 1
1

x x 2f x 2f x f x 2f x 3

   
          


 

    0 0

0

2 2 2x x x x
0 0 0 0

f x f x 1 1
lim lim

x x 2f x 2f x f x 2f x 3 6f x 3

 
 

 


0 2

0

1
f x

6f x 3


1 2

x ,x 
1 2

x x    
1 2

f x f x    3 3

1 2
2f x 2f x

               3 3

1 1 2 2 1 2 1 2
2f x f x 2f x f x x 4 x 4 x x    

1 2
f x f x


f

http://www.askisopolis.gr/


 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



www.askisopolis.gr 

 

10 

 

7.  f  0,   


 
2

1 lnx
f x

x
 

      f x 0 lnx 1 x e  

 f x 0    x 0,e f  

 0,e .  

  x e,    f x 0  f  

  e,  
1

f e
e

 . 

    
f  ln

e


            . 

 x 0     e e xlnx 1
f x f e elnx x lnx x x e

x e
         .  

 e x e x lnx ln
x

x e e
         . 

     
1

f x
e

 x 0
1 ln

ln
e e
     . 

 

 

8.  x 2                  2f 2 4 f 2 f 2 f 2 f 2 4  (1) 

    x 2                   2f 2 4 f 2 f 2 f 2 f 2 4  (2) 

       . 

 

              g x f x f 2 3, x 2,2 . 

f  g  

  2,2 . 

             g 2 f 2 f 2 3 3 0              g 2 f 2 f 2 3 4 3 1 0 . 

    g 2 g 2 0 , Bolzano  

  
0

x 2,2           
0 0

g x 0 f x f 2 3 . 

 

 f  

     2,0    0,2    
1

2,0    
2

0,2   

    
    

  
1

f 0 f 2
f

2
  

   
  

2

f 2 f 0
f

2
. 

      
               

        
1 2

f 0 f 2 f 2 f 0 f 2 f 2 4
f f 2

2 2 2 2
. 

 

 f   2,2   2,2   

      
    

    
f 2 f 2 4

f 1
4 4

 

              

   f x 1  

            2f x 2x f 2 f 2            2f x 2x f 2 f 2 0 (3) 

               h x 2f x 2x f 2 f 2 ,x   h 2 0    h 2 0 ,  

f  +  

f  
O.M. 
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       h x h 2     h x h 2 . 

  h  
1

x 2 
2

x 2 . 

   h       h x 2f x 2  

  Fermat 
 
 

 
 

 
 

            
   

         

h 2 0 2f 2 2 0 f 2 1

h 2 0 2f 2 2 0 f 2 1
. 

    f x 1  

 

 

9.     
x

x x

4 e 3 13
g x f x 4 4 0

e 4 e 4

  
      

 
g . 

 

 g    g x 0 f x 4x 0           

     f x 4x  

 

  
   

   

x x x xx x

x 2 2
x x

4e e 4 4e 3 e4e 3 13e
f x 0

e 4 e 4 e 4

    
     

   
, x f  

   . 

 

 f  x,x 1  ,x     

        
   

   
f x 1 f x

f
x 1 x

 
    

 
. 

 x     f f  

           
x x 1

x x 1

4e 3 4e 3
f x f

e 4 e 4





 
         

 
.  

  

x

x x x

xx x x
x

xx

3 3e 4 4
4e 3 e elim lim lim 4

44e 4
1e 1

ee

  

 
  

  
  

  
 

 

  

  

x 1

x 1 x 1 x 1

x 1x x x
x 1

x 1x 1

3 3e 4 4
4e 3 e elim lim lim 4

44e 4
1e 1

ee



  

  




 
  

  
  

  
 

 

,  

        
x
lim f x 1 f x 4


     . 

 

10.   
 

       


     


f x 3x
g x , x 2 f x x 2 g x 3x 1

x 2
 

    

f   f     


   
x 2

f 2 limf x 0 6 6
 

 

  
         

 
  

   
          

1

x 2 x 2 x 2

f x f 2 x 2 g x 3x 6
f 2 lim lim lim g x 3 1 3 4

x 2 x 2
 

                : y f 2 f 2 x 2 y 6 4 x 2 y 4x 2  

 

        h x f x x 3 ,   x 2,4 .                h 2 f 2 5 1 0, h 4 f 4 7 1 0  
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   h   
0

x 2,4 :       
0 0 0

h x 0 f x x 3   

 

     f 2 f 4 6  Rolle f    2,4     2,4   

       f 0 . f  


f    2,4     

  2 x        
           f x f 0 f x 0 f 2,  

  x 4     


        f x f 0 f ,4 . f   
0

x . 

 

11.   
 




2
f x x

g x
x 1

, x 1  



x 1
limg x 2        2

f x g x x 1 x   

    
 

     
2

x 1 x 1
limf x lim g x x 1 x 1 f  


0

x 1    


 
x 1

f 1 limf x 1. 

 
            

  

       
    

  

2

x 1 x 1 x 1

f x f 1 g x x 1 x 1 g x x 1 x 1 x 1
f 1 lim lim lim

x 1 x 1 x 1
 

          
    

  
 

  
    

x 1 x 1

x 1 g x x 1
lim lim g x x 1 4

x 1
. 

f
C  

0
x 1  

        y f 1 f 1 x 1     y 1 4 x 1  y 4x 3  

 

 f  

f
C    

        f x 4x 3 f x 4x 3 0  x . 

 

 x 2          f 2 4 2 3 0 f 2 5 . 

f   1,2   1,2  

  
1

1,2  

 
   

   


       


1

f 2 f 1
f f 2 f 1 5 1 4

2 1
. 

 f    1
1,   

1
1,  

  1,2   
          

    
   

1 1

1 1

f f 1 f 4
f 0

1 1
. 

 

 

12.   
 
 


  

f x
h x x

f x
,  

      
 

 
  

2

2

f x f x f x
h x 1

f x
 

  h x 1 
      

 
     

 
   

2

2

2

f x f x f x
0 f x f x f x 0

f x
  

   
 

  
f x 0

f x f x 0    f x 0  f   
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 
 

 6
f 4

e
f 2

 
 
 

        6
f 4

ln lne lnf 4 lnf 2 6
f 2

 

             2 21 1
lnf 4 8 lnf 2 2 lnf 4 4 lnf 2 2

2 2
 

   h 4 h 2  Rolle      
0 0

x 2,4 :h x 0  

 
 

   


    
0

0 0 0 0

0

f x
x 0 f x x f x

f x
 

 

 
   

 

 
   

 
x x

f lnx f lnx lnx
lim lim 2014 0

x lnx x
  

   

 
 

lnx u

x u

f lnx f lnu
lim lim 2014

lnx u
 





 
 

x x

1

lnx 1xlim lim
x 1 x

 

 

 

13.  
    

  

2

4

xf x x f x 2x
g x

x

     

4

xf x 2f x

x


3

2 x
3

x
    

2
0 g 0,  

 

       
    

        

2

2 2

4 2

x f x 2xf x 2
xf x 2f x 2x x f x 2xf x 2x

x x
 

   
 

    
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           

   y t f x t f x t x t . 

     

                          y t x t f x t x t x t f x t 1  

   
    

  
 


 



2 2

4

2
2

x t x t 3
1 x t

x t 1
    2 4

3x t x t    2
2x t 1       2

x t 1 x t 1. 

     x t 1    


1 1
y t

1 1 2

 
 
 

1
M 1,

2
   x t 1  


  



1 1
y t

1 1 2
,  

   
 
  
 

1
M 1,

2
. 

 

20.  f           f x f 2 f x f 2 0 . 

    x 2,4   x 2 0
   




f x f 2
0

x 2

   





x 2

f x f 2
lim 0

x 2
(1). 

   f  
   

 



   

x 2

f x f 2
f 2 lim f 2 0

x 2
  

   f  
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)     f 2 7 f 4  f   2,4  

       
1   1

f x 7 . 

 

) f   1
2,    1

,  

        
1 2

x ,x 2,4  

      
   

 

 
    

 

1 1

2

1 1 2

f x f 2 x 22 1
f x

x 2 x 2 f x 2
  

      
   

 

 
     

  

1 1

3

1 1 1 3

f 4 f x 4 x9 7 2 1
f x

4 x 4 x 4 x f x 2
 

    
   

 
   

 

11 1

2 3

xx 2 4 x1 1

f x f x 2 2

  
1

2 4 x
 1

2
 

     
   
   

       
 

      
 

3 2

3 2 2 3

2 3

f x f x
1 f x f x f x f x

f x f x
 

 

  
 

       


            
f x 1

f x 4 xf x 4x f x 1 xf x f x 4x 1 0
x

 

           
2

g x xf x 2x x, x 2,4 . 

   g   2,4   

    2,4           g x xf x f x 4x 1 

           g 2 2f 2 8 2 10 10 0 ,         g 4 4f 4 32 4 36 36 0  

      g 2 g 4 Rolle  

              g x 0 xf x f x 4x 1 0   2,4 . 

 

   f x 0  x 2,4 f  

     2,4      


           

f

2 x 4 f 2 f x f x 0 f 2,4
1

1 . 

     f 2 5    f 4 9 f   5,9 . 

 

  x 2,4 f     

     2,x    x,4   
1

2,x    
2

x,4      

    
      

   
 

1

f x f 2 f x 5
f

x 2 x 2
   

      
   

 
2

f 4 f x 9 f x
f

4 x 4 x
  

     
 

 


       


1

f x 5
f 2 2 f x 2x 1

x 2
 

    
 

   


           


2

9 f x
f 2 2 9 f x 8 2x f x 2x 1

4 x
 (2) 

      f x 2x 1  x 2,4      f 2 2 2 1 5       

        f 4 2 4 1 9    f x 2x 1   x 2,4  
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